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SPEKTRUM DER WISSENSCHAFT - DOSSIER 2/08: LUSTVOLLE GEOMETRIE 


Christoph Pöppe 
Redakteur dieser Ausgabe 


Ist es Spielerei? Oder Wissenschaft? 


ie Antwort lautet »Ja«. Begründung: Die vielen Möglichkeiten etwa beim Sudoku durchzu- 
D spielen ist erstens ohne jeden praktischen Nutzwert; erfordert zweitens weder eine Hoch- 
schulausbildung noch sonstige nennenswerte Vorkenntnisse; macht drittens Spaß bis hin zur 
suchtartigen Abhängigkeit; und ist viertens ohne jeden Zweifel angewandte Wissenschaft. Das 
gilt so oder so ähnlich für all die schönen Dinge, die Sie in diesem Heft vorfinden: An magischen 
Quadraten ergötzten sich schon die arabischen Intellektuellen des Mittelalters - was die Ama- 
teure nicht hindert, heute noch mit Gruppentheorie, unkonventioneller Arithmetik und gedul- 
diger Nutzung des PCs Neues und Überraschendes zu dem Thema zu finden (S. 6 bis 27). 


Parkettierungen der Ebene betreibt man mit Lustgewinn bereits im Vorschulalter. Etwas älter 
geworden, vergnügen sich die Klötzchenspieler mit Steinen, die nicht so bunt, dafür aber speziell 
geformt sind und besonderen Spielregeln genügen müssen (S. 38, 41, 44 und 80). Noch ein Weil- 
chen später stellen sie fest, dass die Spielerei in die Wissenschaft hineinreicht: Sie wirft Fragen 
auf, die den »ernsthaften« Forschern zu schaffen machen - und hilft gelegentlich Lösungen zu 
finden, mit denen die Physik etwas anfangen kann. So ist die Struktur der Quasikristalle über die 
nichtperiodischen Parkettierungen der Ebene zu verstehen ($. 34). 

»Käsekästchen«, »Hex« und andere Klassiker (S. 64 und 66) dienen seit jeher dazu, die wis- 
senschaftlichen Ansprüche derjenigen zu erfüllen, denen der Schulunterricht in dieser Hinsicht 
nicht genug bietet. Dort kommt an zentraler Stelle die Spieltheorie zur Anwendung; die wieder- 
um betreiben Erwachsene, um das Verhalten der Menschen in wirtschaftlichen Dingen besser zu 
verstehen. Aber um das Dilemma zwischen Kooperation und Konkurrenz braucht man sich dies- 


mal keine Gedanken zu machen. Bei den hier beschriebenen Spielen geht es ausschließlich ums 
Gewinnen und um die besten Wege zu diesem Ziel. 

Schon aus touristischen Gründen sollte man sich einen Ausflug in höherdimensionale Räume 
gönnen (S. 72, 80). Es geht dort merkwürdig zu, unübersichtlich und etwas mühsam für das räum- 
liche Vorstellungsvermögen. Manchmal allerdings hilft der Blick »von oben« Dinge zu verstehen, 
die sich zwar in der Ebene oder im uns geläufigen Raum abspielen, uns aber Rätsel aufgeben. 


as vorliegende Heft versammelt Beiträge aus der Rubrik »Mathematische Unterhaltungen« 
D von Spektrum der Wissenschaft und reiht sich damit als viertes in der Reihe der gleich- 
namigen Sonderhefte ein. Ian Stewart, Mathematiker an der University of Warwick in Coventry 
(Großbritannien) und ehemals regelmäßiger Autor unserer Rubrik, ist mit etlichen Beiträgen 
vertreten. 
Wundern Sie sich nicht, dass einige der Beiträge noch in der alten Rechtschreibung erscheinen. 
Wir haben nur ein paar neue Ergebnisse und Literaturangaben in die vorliegende Neufassung 
eingearbeitet. Aber Mathematik veraltet nicht so schnell. Selbst die Weisheiten von 1996 - ganz 


zu schweigen von den mittelalterlichen Verfahren - sind frisch wie am ersten Tag. 


INHALT 


Perfekte magische Würfel 
Nicht nur entlang von Zeilen und 
Spalten, sondern auch entlang von 
Säulen und mehreren Arten von 
Diagonalen soll sich stets dieselbe 
Summe ergeben. Es geht - sogar mit 
der kleinen und daher extrem schwie- 
rigen Kantenlänge 5 


DOSSIER: LUSTVOLLE GEOMETRIE 
Ausgewählte Spektrum-Artikel zum Thema 


Zerlegungsspiele 

Wie zerschneidet man eine Figur, um 
aus den Teilen eine völlig andere 
zusammenzusetzen? Es gibt einige 
Prinzipien - und viel Gelegenheit, 
unkonventionelle Verfahren zu finden 


Sudoku 


Das harmlos scheinende Schema aus 
9 mal 9 Kästchen gibt Anlass für 
intensives Grübeln - und sucht- 
ähnliche Bewältigungsbedürfnisse: 
»Wer ist stärker? Ich oder dieses 
lumpige Zahlenquadrat?« 
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Strick-Muster Raumwunder R4 

Dies ist ein Würfel - in sieben Vorstellen kann man es sich nicht, wie es im vierdimensio- 
Dimensionen, geeignet in die nalen Raum zugeht. Aber die abstrakte Koordinatengeometrie 
Ebene projiziert, und zugleich erfasst das Unanschauliche ebenso elegant wie unseren 

das Raster für alle Rautenmuster alltäglichen Raum - und der Zahl der Dimensionen ist nach 
im Vierzehneck oben keine Grenze gesetzt 


SPIELE AUF QUADRAT- UND SECHSECKGITTERN 


Es gibt noch viel mehr als das altehrwürdige Schachspiel. Der Zufall 
hat keinen Einfluss, die Spieler haben vollständige Information, 

und trotzdem ist es zuweilen schwer bis unmöglich, eine Strategie zu 
finden, die einen Sieg garantiert. Dazu eine ausführlich ausgearbei- 


tete Theorie des zurzeit populärsten Einpersonenspiels: Sudoku 


SUDOKU ODER DIE EINSAMEN ZAHLEN 
SCHACH AUF DEM SECHSECKSBRETT 
SPIELE MIT SEIFENSCHOKOLADE 

DER KAMPF UM DIE SECHSECKE 
KÄSEKÄSTCHEN FÜR FORTGESCHRITTENE 


MEHRDIMENSIONALES 


Wie lebt es sich in vier oder fünf Dimensionen? Etwas ungewohnt, 


aber vor allem sehr geräumig 


DIE GETRIEBE DES TEUFELS 
IM R4 IST VIEL PLATZ - UND IM R5 ERST RECHT 
STRICK-MUSTER UND DER EINHEITSWÜRFEL IM R’ 


Editorial 3 : Impressum 79 
Aus der nichtperiodischen Penrose-Pflasterung lassen sich nicht nur beliebige 


Verfeinerungen derselben konstruieren, sondern auch Überdeckungen, die für 


die Physik der Quasikristalle relevant sind Titelmotiv: Christoph Pöppe 
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Magische Quadrate 
in den Ländern des Islam 


Zwischen dem 9. und dem 12. Jahrhundert machten arabische Mathematiker die 


Quadrate mit der stets gleichen Zeilen-, Spalten- und Diagonalensumme hoffähig. 


Von Jacques Sesiano 


ie Aufgabe ist wohlbekannt: 
In die Felder eines quadra- 
tischen Schemas sind unter- 
schiedliche natürliche Zah- 
len so einzutragen, dass deren Summe 
entlang jeder Zeile, jeder Spalte und je- 
der der beiden Diagonalen gleich ist. 
Meistens ist zusätzlich gefordert, dass die 
einzutragenden Zahlen genau die ersten 
natürlichen Zahlen sein sollen. Ein ma- 
gisches Quadrat der Ordnung » (mit n 
Feldern pro Zeile und Spalte) enthält 
dann die natürlichen Zahlen von 1 bis 
n?. Da die Summe dieser Zahlen 1 +2 + 
3 +... +n?= (n?(n?+1))/2 ist, muss die 
magische Summe, das heißt die Zahl, zu 
der sich die Einträge jeder Zeile, Spalte 
oder Diagonale summieren sollen, gleich 
(n(n?+1))/2 sein. Nur so kann sich als 
Summe der r gleichen Zeilensummen die 
Gesamtsumme aller Einträge ergeben. 

Zur Ordnung 2 gibt es kein ma- 
gisches Quadrat, und zur Ordnung 3 bis 
auf Drehungen und Spiegelungen nur 
ein einziges. Für ein magisches Quadrat 
der Ordnung 4 gibt es bereits 880 Mög- 
lichkeiten, und die Zahl der verschie- 
denen magischen Quadrate wächst ra- 
sant mit der Ordnung n. 

In Europa wurden magische Quad- 
rate im 14. Jahrhundert durch Überset- 
zungen arabischer Texte bekannt. Dort 
wurden diese harmlosen Zahlenanord- 
nungen mit den damals bekannten sie- 
ben »Planeten« (Sonne und Mond zähl- 
ten mit, nicht aber die Erde) in Bezie- 
hung gesetzt und ihnen im Wortsinn 


6 


magische Kräfte zugeschrieben, die man 
zu eigenem Nutzen oder fremdem Scha- 
den einsetzen konnte. Noch bei Pierre 
de Fermat (1601-1665) findet sich die 
heute verschwundene Bezeichnung »pla- 
netarische Quadrate«. 

Die andere aber hat sich erhalten — 
und mit ihr eine gewisse Anrüchigkeit. 
Im Arabischen hießen die Quadrate ur- 
sprünglich »harmonische Anordnungen 
von Zahlen« — ein respektables Arbeits- 
gebiet für Mathematiker. Diese erzielten 
nach ersten Versuchen im 9. und 10. 
Jahrhundert große Fortschritte bis zum 
goldenen Zeitalter der arabischen Mathe- 
matik im 12. Jahrhundert. Im gleichen 
Jahrhundert erreichte auch die Wissen- 
schaft von den magischen Quadraten ih- 
ren Höhepunkt, der bis in die jüngste 
Vergangenheit nicht übertroffen wurde. 
Nur die Hersteller von Amuletten und 
andere Vertreter des finsteren Aberglau- 
bens haben, indem sie den völlig un- 
magischen Quadraten magische Kräfte 


In einem natürlichen Quadrat (das ist eines, 
in das die Zahlen zeilenweise der Reihe nach 
eingetragen sind) ungerader Ordnung ist die 
Summe über jede der beiden Diagonalen 
(rot), über die mittlere Zeile, die mittlere 
Spalte (grün) und jede der »gebrochenen« 
Diagonalen (zwei Beispiele hierfür in Blau 
und Violett) gleich der magischen Summe. 
Für dieses Quadrat der Ordnung 7 beträgt 
sie 175. 


zuschrieben und damit ihren heutigen 
Namen einbrachten, deren eigentlich un- 


tadeligen Ruf dauerhaft beschädigt. 


Zwei Autoren, zwei Methoden 

Die Anfänge kennen wir durch zwei Au- 
toren aus dem 10. Jahrhundert. Abu 
Wafa Buzjani (940-997), der durch sei- 
ne Arbeiten zur Astronomie und zur Tri- 
gonometrie berühmt wurde, gibt uns in 
seiner weitschweifigen Abhandlung Gele- 
genheit, die frühen Bemühungen um ein 
einfaches Verfahren zu verfolgen. Dage- 
gen geht Ali ben Ahmad al-Antaki (ge- 
storben 987) in seinem sehr knapp gehal- 
tenen Text nur zu Beginn auf die noch 
unausgereiften Methoden ein: »Einige be- 
ginnen, indem sie die Zahlen in ihrer ge- 
wöhnlichen Reihenfolge einfügen, anfan- 
gend mit 1 bis hin zu der Zahl, die durch 
die Figur, die man magisch machen 
möchte, vorgegeben wird. Dann verset- 
zen sie die Zahlen darin dergestalt, dass 
ein Zuwachs in bestimmten Reihen und 
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eine Verminderung in den gegenüberlie- 
genden Reihen hervorgerufen wird.« 
(Hier ist »Reihe« als Oberbegriff für Zei- 
le, Spalte und Diagonale zu verstehen.) 
»Dann bringen sie alle Reihen auf ein 
und dieselbe Weise in Einklang. Diese 
Methode bereitet dem Anfänger gewisse 
Schwierigkeiten. Andere gehen nach einer 
anderen, bequemeren Methode vor.« 
Diese bequemere Methode, die al- 
Antaki im Folgenden beschreibt, ist die 
Berandung: Rings um ein bekanntes ma- 
gisches Quadrat legt man einen Rand- 
streifen aus neuen Feldern und füllt die- 
se so mit Zahlen, dass alle Reihensum- 
men um den gleichen Betrag anwachsen. 
Genauer: In einem magischen Qua- 
drat der Ordnung n addiert man zu- 
nächst 2r+2 zu jedem Eintrag, wodurch 
seine magische Summe auf (n(n?+1))/2 
+n(2n+2) anwächst. Dann umgibt man 
es mit einem Randstreifen, der genau ein 
Feld breit ist. Dadurch entsteht ein Qua- 
drat der Ordnung r+2, in dem in jeder 
Zeile, Spalte und Diagonale noch genau 
zwei Felder — das erste und das letzte — 
frei sind. Das eine freie Feld jeder Reihe 
füllt man mit einer Zahl j, das andere 
mit der dazu komplementären Zahl 
(n+2)’+1-j, und zwar so, dass in den 
Randstreifen selbst sich ebenfalls die ge- 
wünschte Summe ergibt. Dabei verwen- 
det man für j jede Zahl zwischen 1 und 
2n+2 genau einmal. Das neue Quadrat 
enthält dann genau die Zahlen von 1 
bis (n+2)? und hat die magische Sum- 
me (n(n?+1))/2+n(2n+2)+(n+2)+1 = 
(n+2)((n+2)+1)/2, wie es sich für ein 
Quadrat der Ordnung r+ 2 gehört. 


Im 10. Jahrhundert erschienen die 
ersten Anstöße zur Entwicklung der von 
al-Antaki als mühsam verworfenen Me- 
thode mit Hilfe des »natürlichen« Qua- 
drats, in dem die Zahlen von 1 bis »? in 
der natürlichen Reihenfolge zeilenweise 
eingetragen sind. Ein Jahrhundert später 
hatte man allgemeine und einfache Me- 
thoden abgeleitet, bei denen man das na- 
türliche Quadrat nicht einmal mehr auf- 
schreiben musste. 


Quadrate 

ungerader Ordnung 

Abu Wafa Buzjani hat uns zwei Bei- 
spiele für die individuelle Konstruktion 
eines Quadrats der Ordnung 5 hinter- 
lassen (Kasten nächste Seite, oben). Die 
Diagonalen des natürlichen Quadrats 
lässt er unangetastet. Er weiß nämlich, 
dass diese bereits die richtige Summe ha- 
ben, in diesem Fall 65. Allgemein gilt 
für natürliche Quadrate ungerader Ord- 
nung, dass die mittlere Zeile, die mittlere 
Spalte und die beiden Diagonalen bereits 
die magische Summe haben. 

Das gilt auch für die »gebrochenen« 
Diagonalen; das sind Paare von Paral- 
lelen zu den Diagonalen, die insgesamt 
genauso viele Felder enthalten wie diese 
selbst, nämlich » Stück. Wenn man die 
rechte und die linke Seite des Quadrats 
miteinander identifiziert, desgleichen die 
obere und die untere, sodass sich ein To- 
rus ergibt, werden die gebrochenen Dia- 
gonalen zu durchgehenden Linien. 

Während Abu] Wafas Konstruktion 
sich nicht auf Quadrate höherer Ord- 


nung verallgemeinern lässt, fand Ibn al- 
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Dieses magische Quadrat (a) ist der Hand- 
schrift Ayasofya 4801 aus dem 13. Jahrhun- 
dert entnommen; Diego Palomino hat es in 
seinem »Fragmentum de inventionibus sci- 
entiarum« (Madrid 1599) in der europäi- 
schen Version der arabischen Ziffern wie- 
dergegeben (b); die Zwei sieht in diesem 
Druck wie ein Z aus und die Eins wie ein I. 


Haitam (etwa 965-1041) dank der letzt- 
genannten Eigenschaft ein allgemeines 
Verfahren, das uns ein Autor des 12. 
Jahrhunderts überliefert hat: »Er schrieb 
vor, zwei Quadrate zu zeichnen und in 
eines der beiden die Zahlen gemäß ihrer 
natürlichen Reihenfolge einzutragen. 
Dann sollte der Inhalt der mittleren Zeile 
und der mittleren Spalte in die beiden 
Diagonalen des anderen Quadrats ge- 
schrieben werden. Anschließend über- 
führte er den Inhalt der verbleibenden 
Diagonalen in die zugehörigen Felder des 
zweiten Quadrats unter komplizierten 
Bedingungen, deren Beschreibung allzu 
viel Zeit in Anspruch nimmt und deren 
Befolgung dem Anfänger Schwierigkeiten 
bereitet.« Das Rezept endet hier, man 
kann aber erraten, wie das magische 
Quadrat vervollständigt wurde (Kasten 
nächste Seite, Mitte). Der Autor des 12. 
Jahrhunderts brach seine Beschreibung 
auch deshalb ab, weil er eine andere Me- 
thode vorzuschlagen hatte (Kasten nächs- 
te Seite, unten). 

Man kann das natürliche Quadrat 
gänzlich vermeiden (Bild auf S. 9): In ei- 
nes der vier Felder, die dem Zentralfeld 
unmittelbar benachbart sind, setzt man 
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MAGISCHE QUADRATE UNGERADER ORDNUNG 


GEIEIEIINEIEZEIEIEN 
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Zwei Methoden von Abu’l Wafa Buzjani zur Konstruktion ma- 
gischer Quadrate der Ordnung 5 (oben): Die Zahlen, die verän- 
dert wurden, sind unterstrichen, die roten Zahlen bleiben unver- 
ändert, die Pfeile kennzeichnen Vertauschungen. 

Erste Methode: Ausgehend vom natürlichen Quadrat lassen 
wir die Zahlen in den Diagonalen unverändert (a) und vertau- 
schen (b) die übrigen Zahlen des Quadrats der Ordnung 3 im 
Zentrum (grün umrahmt) mit diagonal im Abstand 2 liegenden 
Partnern (rote Pfeile) so, dass der Umlaufssinn gewahrt bleibt: 
Von einer Innenzahl zu ihrem äußeren Tauschpartner geht es (in 


EAENEAENER WEHEN ENEIER 


Die Methode von al-Haitam: Die Zahlen in der mittleren Zeile 
und in der mittleren Spalte des natürlichen Quadrats (a) kom- 
men in die beiden Hauptdiagonalen des neuen Quadrats (b). In 
dessen Zeilen und Spalten - mit Ausnahme der mittleren - sind 
damit jeweils zwei Felder bereits besetzt. Die Eigenschaften des 
natürlichen Quadrats helfen uns, das magische Quadrat zu ver- 
vollständigen. So muss die Zeile, welche die Zahlen 3 und 11 
enthält, die Elemente der zugehörigen gebrochenen Diagonale 
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Die Methode eines Autors aus dem 12. Jahrhundert: In das Qua- 
drat der ausgewählten Ordnung (hier 5) setzt man ein um 45 Grad 
verdrehtes Quadrat gleicher Ordnung ein (das »Karo«), dessen 
Ecken auf den Kantenmittelpunkten des Ausgangsquadrats liegen 
(a). Nachdem man in das große Quadrat die Zahlen in natürlicher 
Folge eingetragen hat (b), sind einige Felder des Karos ausgefüllt, 


diesem Beispiel) stets im Uhrzeigersinn. Dann vertauschen wir 
die bislang unberührten Zahlenpaare am Rand mit den diamet- 
ral gegenüberliegenden Zahlenpaaren (c, violette Pfeile). 

Zweite Methode: Wieder bleiben die Zahlen in den Diagona- 
len unverändert. Wir vertauschen die Zahlen, die an eine Haupt- 
diagonale (hier von oben links nach unten rechts) angrenzen, 
paarweise miteinander (d, orangefarbene Pfeile). Dann vertau- 
schen wir wie oben die Zahlenpaare am Rand mit ihren diame- 
tralen Partnern (e, blaue Pfeile). In beiden Fällen (c und e) sind 
die sich ergebenden Quadrate magisch. 


ürlichen Quadrats enthalten (a, rote Pfeile). Analog muss 
die Spalte, die8 und 14 enthält, aus den Elementen der entspre- 
chenden gebrochenen Diagonale bestehen (grüne Pfeile). Im 
Schnittpunkt von Zeile und Spalte muss also das beiden gebro- 
chenen Diagonalen gemeinsame Element stehen: 20. So geht es 
weiter: Die Zahl 10 in c gehört zu den blau und orange gezeich- 
neten Diagonalen des natürlichen Quadrats. Am Ende entsteht 
ein magisches Quadrat (d). 
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während andere leer bleiben, nämlich genau diejenigen, die Kreu- 
zungspunkte des ursprünglichen Quadrats enthalten. Aus jeder 
Ecke des natürlichen Quadrats verschiebt man die außerhalb des 
Karos liegenden Dreiergruppen in Richtung der gegenüberlie- 
genden Kante des Karos (c, blaue Pfeile) und erhält dasselbe ma- 
gische Quadrat wie oben (d). 
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die Eins ein, zum Beispiel in das Feld 
unter dem Zentralfeld. Dann schreibt 
man die nächsten Zahlen diagonal (hier 
nach rechts unten) fortschreitend in die 
Kästchen. Stößt man auf eine Kante, so 
fährt man mit dem nachfolgenden Feld 
auf der gegenüberliegenden Seite fort 
(man folgt der gebrochenen Diagona- 
len). Nachdem man so viele Zahlen ein- 
getragen hat, wie die Ordnung angibt, 
geht es nicht mehr weiter. Dann geht 
man unabhängig von der Ordnung des 
Quadrats zwei Felder nach unten und 
schreibt weiter, bis das Quadrat schließ- 
lich vollständig ausgefüllt ist. 

Diese Methode ist für alle ungeraden 
Ordnungen anwendbar. Abu’l Wafa 
kannte zwar bereits die beiden entschei- 
denden Eigenschaften der Quadrate un- 
gerader Ordnung. Gleichwohl — oder ge- 
rade deswegen — konnte er sich nicht 
dazu durchringen, die mittlere Zeile und 
Spalte die Rolle der bisherigen Diagona- 
len einnehmen zu lassen. Erst Ibn al-Hai- 
tam kam auf diese Idee und von dort auf 
die geschilderte allgemeine Methode. 

Wenn n eine gerade Zahl ist, gibt es 
die mittlere Zeile oder Spalte nicht, de- 
ren Summe gleich der magischen Summe 
sein könnte. Vielmehr zerlegen die waa- 
gerechte und die senkrechte Mittellinie 
das ganze Quadrat in vier Teilquadrate 
(»Quadranten«). Analog zu den ungera- 
den haben die geraden natürlichen Qua- 
drate eine nützliche Eigenschaft, die man 
bei Ibn al-Haitam findet (sie war schon 
vorher bekannt): Man greife aus einer 
Zeile eine (beliebig gewählte) Hälfte der 
Felder heraus. Die Summe dieser »Halb- 
zeile« plus die Summe der bezüglich 
des Quadratmittelpunkts symmetrischen 
Halbzeile ist gleich der magischen Sum- 
me. Analoges gilt für die Halbspalten. 
Außerdem ist die Summe jeder gewöhn- 
lichen oder gebrochenen Diagonale eben- 
falls gleich der magischen Summe. 


Quadrate gerader Ordnung 

Unter Nutzung dieser Eigenschaften ge- 
lang es, die ersten magischen Quadrate 
gerader Ordnung zu erzeugen. Man lässt 
die Diagonalen unverändert und bringt 
die Summen in den Zeilen auf die rich- 
tige Größe, indem man die Hälfte ihrer 
Elemente austauscht. Dann verfährt man 
ebenso mit den Spalten, muss allerdings 
dafür Sorge tragen, dass die bereits kor- 
rekten Zeilensummen nicht verändert 
werden. Das läuft auf ein kompliziertes 


Verfahren hinaus. 
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Die allgemeine Methode Ibn al-Haitams für 
magische Quadrate ungerader Ordnung: 
Ausgehend von einem Feld (rot eingerahmt), 
das dem Zentralfeld benachbart ist, füllt 
man das Quadrat mit Zahlen in der natür- 
lichen Reihenfolge in Richtung gebrochener 
Diagonalen (blaue Pfeile). Stößt man auf ein 
bereits ausgefülltes Feld (hier ist das bei der 
Neun der Fall), geht man zwei Zeilen nach 
unten (orangefarbener Pfeil), fährt mit dem 
Ausfüllen fort und so weiter, bis das ganze 
Quadrat belegt ist. 


Diese Klippe lässt sich umschiffen, 
indem man Einträge innerhalb von Di- 
agonalen vertauscht, was sich auf Spal- 
ten und Zeilen zugleich auswirkt. Das 
war die große Neuerung vom Anfang 
des 11. Jahrhunderts. Anleitungen wie 
im Kasten S. 10 oben sind in den ara- 
bischen Texten dieser Zeit häufig zu 
finden. 

Diese Methode funktioniert nur, 
wenn der Quadrant selbst von gerader 
Ordnung ist. Der Fall eines Quadrats ge- 
rader Ordnung, die nur durch 2, nicht 
aber durch 4 teilbar ist (n=4%+2), ist 
weniger einfach; die allgemeine Metho- 
de hierfür wurde erst in der zweiten 
Hälfte des 11. Jahrhunderts entdeckt. 
Man findet sie in einem Werk von al- 
Charaqi, das um 1100 geschrieben wur- 
de (Kasten S. 10, unten). 

Auch diese Methode beruht auf der 
oben genannten Eigenschaft der Sum- 
men von Halbzeilen und Halbspalten. 
Allerdings kann die schlichte Übertra- 
gung des obigen Verfahrens nicht funkti- 
onieren. Wenn man nämlich in dem ers- 
ten Quadranten % Felder pro Zeile und 
Spalte mit schwarzen Punkten versehen 
würde, dann blieben in jeder Zeile des 
Gesamtquadrats 2% Einträge unverän- 
dert (gegenüber dem natürlichen Qua- 
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Die Ordnung ist ein Vielfaches von 4, n=4k: Man vertausche 
die Zahlen des natürlichen Quadrats entlang von Diagonalen. 
Bei der folgenden Methode muss man das ursprüngliche natür- 
liche Quadrat gar nicht mehr hinschreiben. In dem abgebildeten 
Beispiel ist k=2. 
In den ersten Quadranten setzen wir Punkte so ein, dass in 
jeder Halbzeile und jeder Halbspalte genau k Stück stehen (a). 
Dieses Muster übertragen wir auf die anderen Quadranten, in- 
dem wir es mit der rechten unteren Ecke (dem Mittelpunkt des 
ganzen Quadrats) als Drehzentrum um 90, 180 und 270 Gra 
drehen (b). Beginnend mit der linken oberen Ecke, zählen wi 


Die Ordnung ist durch 2, aber nicht durch 4 teilbar, n = 4k + 2: 
Nach der Methode von al-Charaqi nehmen wir den ersten Qua- 
dranten; er hat die Ordnung 2&k +1. In seine erste Zeile setzen wir 
k schwarze Punkte (im Beispiel ist k=1, also n=6), einen roten 
und einen grünen. Die beiden letzteren dürfen nicht in der Dia- 
gonale stehen. Nun vervollständigen wir die Punkteverteilung 
im ersten Quadranten derart, dass dessen gewöhnliche wie ge- 
brochene Diagonalen stets Punkte gleicher Farbe enthalten. 
Dieses Muster übertragen wir durch Spiegelung an den Mittelli- 
nien des Gesamtquadrats auf die anderen Quadranten; und zwar 
werden die roten Punkte nur nach rechts gespiegelt, die grünen 
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zeilenweise von 1 bis n?, tragen aber die Zahlen nur in die Felder 
ein, die einen Punkt tragen (c, die roten Zahlen). 

Die noch freien Felder füllen wir auf dieselbe Weise, diesmal 
aber, indem wir von der rechten unteren Ecke nach links und 
nach oben zählen. Alternativ kann man das halb ausgefüllte 
Quadrat um 180 Grad drehen und dann die freien Felder auf die- 
selbe Weise füllen wie beim ersten Duchgang. Das entstehende 
Quadrat ist magisch (c). Aus anderen Punktmustern ergeben 
sich nach derselben Methode andere magische Quadrate (d); zu 
diesem Muster vergleiche auch den Beitrag »Edle magische Qua- 
drate« (S.14). 


nur nach unten und die schwarzen in alle drei ichen Qua- 
dranten (b). 

Wie oben füllen wir das Quadrat durchzählend (»mit den 
Zahlen des natürlichen Quadrats«), und zwar so, wie die far- 
bigen Pfeile angeben: Die Felder mit schwarzen Punkten füllen 
wir in der üblichen Schreibrichtung (c). Für die grünen Punkte 
beginnen wir rechts oben, schreiben die Zeilen von rechts nach 
links und untereinander; für die roten Punkte schreiben wir links 
unten beginnend die Zeilen von links nach rechts und überein- 
ander, und für die freien Felder (blauer Pfeil) können wir in Ge- 
danken das Quadrat wieder um 180 Grad drehen. 


drat), und 2%+2 würden vertauscht. Es 
müssen aber beide Male 2%+1 Einträge 
sein, damit es die Hälfte ist. Also müssen 
wir pro Zeile und Spalte eine Vertau- 
schung unterlassen. Diesem Zweck die- 
nen die roten und grünen Punkte: genau 
einer in jeder Zeile und jeder Spalte des 
ersten Quadranten, aber außerhalb der 
Diagonale. Die roten heben genau eine 
Vertauschung innerhalb einer Zeile auf; 
die grünen Punkte tun dasselbe für die 
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Spalten. So gelangt man zu den 2k+1 
Vertauschungen zwischen Paaren konju- 
gierter Zeilen oder Spalten, wobei die 
Diagonalen intakt bleiben. 

Mit diesen Methoden war das Pro- 
blem der Konstruktion magischer Quad- 
rate jeder Ordnung im Prinzip gelöst. 
Dennoch gab es auch in den nachfol- 
genden Jahrhunderten noch genug zu 
tun: Man variierte die Methoden und 
führte zusätzliche Forderungen ein. <{ 


Jacques Sesiano lehrt Geschich- 
te der Mathematik an der Ecole 
polytechnique federale de Lau- 
sanne. 


Les carr&s magiques dans les 
pays islamiques. Von Jacques Sesiano. 
Presses polytechniques et universitaires ro- 
mandes, Lausanne 2004 


Recre&ations mathömatiques au Moyen-Age. 
Von Jacques Sesiano. Presses polytechniques 
et universitaires romandes, Lausanne 2008 
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MAGISCHE WÜRFEL 


Perfekte magische Würfel 


Für die Verallgemeinerung der magischen Quadrate gibt es aufregende 


Neuigkeiten. In deutsch-französischer Zusammenarbeit entdeckten 


ein Lehrer und ein Software-Entwickler einen perfekten magischen Würfel 


der Ordnung 5 - und mehr. 


Von Christoph Pöppe 


\ X ir leben in bewegten Zeiten. Ma- 


thematische Entdeckungen pur- 
zeln in derart rascher Folge aus dem 
Computer, dass die Entdecker kaum 
Zeit finden, sie aufzuschreiben. Noch in 
der Septembernummer 2003 unserer 
Schwesterzeitschrift »Pour la Science« er- 
scheint ein Artikel, in dem die Existenz 
perfekter magischer Würfel der Ord- 
nungen 5 und 6 als ungeklärt dargestellt 
wird. Aber sein Autor Christian Boyer, 
Software-Entwickler aus Enghien-les- 
Bains bei Paris, hat sich bereits im Früh- 
jahr desselben Jahres mit dem Nürnber- 
ger Gymnasiallehrer Walter Trump zu- 
sammengetan, um nach ebensolchen 
Würfeln zu forschen. Just am 1. Septem- 
ber programmiert Trump, der am Gym- 
nasium Stein Mathematik und Physik 
unterrichtet, seinen Computer, sich auf 
die aufwändige Suche nach perfekten 
magischen Würfeln der Ordnung 6 zu 
begeben — und ist völlig verblüfft, dass 
der noch selbigen Tages einen findet! 

Damit nicht genug. Bereits am 13. 
November trägt die gemeinsame Anstren- 
gung von Trump und Boyer eine weitere 
Frucht, die so prachtvoll ist, dass sie als- 
bald ihren Weg in die Tagespresse findet: 
den ersten perfekten magischen Würfel 
der Ordnung 5 (Bild S. 12). Und wenige 
Wochen später hat Trump sogar einen 
fast perfekten magischen Würfel der Ord- 
nung 4 gefunden (Bild S. 13). Ganz per- 
fekt ist er nicht — man weiß, dass das un- 
möglich ist —, aber sein Grad an Perfekti- 
on ist bisher unübertroffen. 

Magische Würfel sind die volumi- 
nösen und kapriziösen Verwandten der 
magischen Quadrate, jener quadra- 
tischen Anordnungen von Zahlen, deren 


Walter Trump, Gymnasiallehrer in Nürnberg, 
und sein Sohn Daniel, auf dessen Computer 
der erste perfekte magische Würfel der Ord- 
nung 5 gefunden wurde 


Summe über jede Zeile, Spalte und Dia- 
gonale den gleichen Wert — die »ma- 
gische Konstante« des Quadrats — hat. In 
der Regel wird von einem magischen 
Quadrat der Seitenlänge N verlangt, dass 
es genau die natürlichen Zahlen von 1 
bis N? enthält. Manchmal lässt man die 
Zahlen auch von 0 bis N *-1 laufen, was 
manche Argumentationen vereinfacht 
und keinen wesentlichen Unterschied 
macht: Wenn man zu jeder Zahl eines 
magischen Quadrats eine Konstante, 
zum Beispiel 1 oder —1, addiert, ist es so 
magisch wie zuvor. 

Ein magischer Würfel ist die Verall- 
gemeinerung eines magischen Quadrats 
auf drei Dimensionen: Man baut einen 
Würfel aus N- N.N kleinen würfelför- 
migen Klötzchen zusammen. Jedes der 
Klötzchen trägt eine der Zahlen von 1 
bis N? (oder von 0 bis N’-1), und im 
Prinzip sollte immer dann, wenn N 
Klötzchen im Würfel auf einer geraden 
Linie liegen, deren Summe gleich der 
magischen Konstante sein. Solche gera- 
den Linien verlaufen von links nach 
rechts (»Zeilen«), von vorn nach hinten 
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(»Spalten«) oder von unten nach oben 
(»Säulen«); dazu kommen die »kleinen« 
Diagonalen, die parallel zu einer Flä- 
chendiagonale verlaufen, sowie die vier 
»großen« oder Raumdiagonalen, die je- 
weils einander gegenüberliegende Eck- 
punkte verbinden. 

Es stellt sich heraus, dass alle diese 
Forderungen zusammen sehr schwierig 
zu erfüllen sind. Wenn wirklich alle 
Summen die magische Konstante erge- 
ben, nennt man den Würfel »perfekt ma- 
gisch«, während man die Qualitätsbe- 
zeichnung »magisch« bereits denjenigen 
Würfeln zugesteht, bei denen nicht alle 
kleinen Diagonalen den richtigen Wert 
haben. Manche Autoren verwenden an- 
dere Bezeichnungen. 


Die Gleichungen der Perfektion 
Die magische Konstante eines Würfels, 
der aus den Zahlen 1 bis N? besteht, 
muss gleich N(N°+1)/2 sein, denn es 
gibt N? Säulen, deren Summe jeweils 
gleich der magischen Konstante ist, und 
zusammen müssen diese Summen gleich 
der Summe aller Klötzchenzahlen sein; 
das aber ist die Summe aller Zahlen von 
1 bis N’, und die hat den Wert N? 
(N°+1)/2. Für einen magischen Würfel 
der Ordnung 5 ergibt sich die magische 
Konstante 5-63=315. 

Wie viele Bedingungen muss ein 
Würfel erfüllen, damit er perfekt magisch 
ist? Es gibt N” Säulen und ebenso viele 
Zeilen und Spalten; das ergibt zusammen 
3N” Bedingungen. Man kann den gro- 
ßen Würfel auf drei verschiedene Weisen 
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in Scheiben der Dicke 1 zerlegen. Für ei- 
nen perfekten Würfel muss jede dieser N 
Scheiben ein magisches Quadrat sein, 
insbesondere müssen ihre beiden Diago- 
nalen den richtigen Wert ergeben. Das 
macht zusammen 3-2. N= 6N kleine Di- 
agonalen; am Ende kommen noch die 
vier großen Diagonalen dazu. 

Also haben die N? Zahlen im Würfel 
insgesamt 3N ?+6N +4 Bedingungen zu 
erfüllen. Im Falle N=5 sind das 109 Be- 
dingungen für 125 Zahlen, oder eben 
109 (lineare) Gleichungen für 125 Unbe- 
kannte. 

Die Schulweisheit lehrt uns: Je mehr 
Unbekannte, desto mühsamer ist es, das 
dichte Geflecht ihrer Beziehungen, 
sprich der Gleichungen zu entwirren. 
Aber wenn es mehr Gleichungen sind als 
Unbekannte, dann ist das System im All- 
gemeinen überbestimmt und damit 
gänzlich unlösbar. Demnach sieht es für 
N=5 ganz gut aus, denn es sind deutlich 
weniger Gleichungen als Unbekannte. 
Dagegen hätten für N=4 nur 64 Unbe- 
kannte 76 Gleichungen zu erfüllen — zu 
viele, selbst wenn man berücksichtigt, 
dass einige dieser 76 Gleichungen ent- 
behrlich sind, da sie schon durch andere 
ausgedrückt werden. 

Diese Überlegungen sind irrefüh- 
rend, denn sie ignorieren den härtesten 
Teil des Problems: Die Unbekannten 
müssen nicht nur die Gleichungen erfül- 
len, sondern voneinander verschieden 
und sämtlich ganze Zahlen zwischen 1 
und N sein. Aber der allgemeine Schluss 
aus der Schulweisheit bleibt gültig: Je 
größer der Würfel, desto eher sind ma- 
gische Eigenschaften erfüllbar. Allerdings 
wächst auch die Zahl der zu erwägenden 
Möglichkeiten ins Unermessliche. 

Perfekte magische Würfel der Ord- 
nungen 4 und kleiner gibt es nicht. Für 
die Ordnung 3 gibt es im Wesentlichen 
vier einfach-magische Würfel (ohne Be- 
dingungen an die kleinen Diagonalen), 
für die Ordnung 4 bereits schätzungs- 
weise mehrere Billionen. Für die Ord- 
nung 7 gibt es sogar ein konstruktives 
Verfahren, einen perfekt magischen 
Würfel zu finden. Der englische Missio- 
nar Andrew H. Frost hat es 1866 veröf- 
fentlicht. 

Es handelt sich um eine Verallge- 
meinerung des Verfahrens, mit dem der 
berühmte Leonhard Euler (1707-1783) 
seine griechisch-lateinischen Quadrate 
und daraus magische Quadrate kon- 
struierte (siehe den Beitrag auf S. 14). 
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Dieser Würfel aus 5-5-5 Zahlenklötzchen 
ist der erste perfekte magische Würfel der 
Ordnung 5: Die Summe der Zahlen entlang 
jeder Zeile (eine Beispielzeile ist violett ein- 
gefärbt), Spalte (gelb), Säule (hellblau), 
kleinen Diagonale (rot) und großen Diago- 
nale (grün) ist gleich der magischen Kon- 
stante 315. 


Ein lateinisches Quadrat enthält nur die 
Zahlen von 1 bis N; jede von ihnen 
kommt N-fach vor, aber nur einmal in 
jeder Zeile, Spalte und Diagonale. Ein 
griechisches Quadrat ist im WVesent- 
lichen dasselbe, nur mit den Zahlen 0, 
N, 2N, ..., (N-1)N. Jedes dieser Quad- 
rate ist bereits magisch, also ergibt sich 
wieder ein magisches Quadrat, wenn 
man sie Feld für Feld addiert. Und wenn 
die beiden Komponenten sehr verschie- 
den gebaut sind, kommt in der Summe 
jede Zahl zwischen 0 und N?-1 genau 
einmal vor. Andrew Frost addierte drei 
hinreichend verschiedene Würfel der 
Ordnung 7: einen lateinischen, einen 
griechischen und einen mit den Vielfa- 
chen von N ?=49. 

Leider gibt es für kleinere Ord- 
nungen als 7 keine drei hinreichend ver- 
schiedenen lateinischen, griechischen, ... 
Würfel. Deswegen war die Fachwelt all- 
gemein davon überzeugt, dass so kleine 
perfekte magische Würfel überhaupt 
nicht existieren — bis Trump und Boyer 
jüngst das Gegenteil bewiesen. 


Der Computer sucht - 

mit viel Nachhilfe 

Das gelang ihnen nicht, indem sie ein 
neues konstruktives Verfahren fanden, 
sondern durch Probieren. Nicht die 
stumpfsinnige Form natürlich; denn die 
Zahlen von 1 bis 125 irgendwie auf die 
Plätze des 5-5-5-Würfels zu verteilen und 
nachzusehen, ob Zeilen-, Spalten-, Säu- 
len- und Diagonalensummen den rich- 
tigen Wert haben, ist aussichtslos. 

Das Zauberwort heißt »Backtra- 
cking«: Man — genauer: der Computer — 
fülle versuchsweise einen Platz nach dem 
anderen mit einer Zahl aus dem Vorrat. 
Sowie aus einer Fünferreihe vier Plätze 
besetzt sind, ist der Wert des fünften 
erzwungen. Wenn diese Zahl nicht klei- 
ner als 1, nicht größer als 125 und noch 
verfügbar ist, setze man sie ein. Das füllt 
möglicherweise den vierten Platz einer 
anderen Fünferreihe, wodurch eine wei- 
tere Belegung erzwungen wird, und so 
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Dieser von Trump entdeckte magische Wür- 
fel der Ordnung 4 kommt der Perfektion so 
nahe wie kein anderer zuvor. Die Summe 
über jede Zeile, Spalte, Säule und kleine Di- 
agonale beträgt 130; nur die großen Diago- 
nalen weichen von dieser magischen Kons- 
tante ab, auf symmetrische Weise: 100, 120, 
140 und 160. 


weiter. Wenn eine erzwungene Zahl zu 
groß, zu klein oder schon vergeben ist, 
fange man nicht wieder ganz von vorne 
mit Probieren an. Vielmehr vollführe 
man einen geordneten Rückzug (daher 
der Name backtracking): Man widerrufe 
nur den letzten Schritt mit all seinen un- 
mittelbaren Konsequenzen und probiere 
an dessen Stelle einen anderen. Erst 
wenn auf dieser Stufe alle Möglichkeiten 
erschöpft sind, widerrufe man auch den 
vorletzten Schritt und so weiter. Durch 
diese »Wiedereinsetzung in den vorigen 
Stand« muss man den Aufwand, den 
man bis zu diesem Stadium getrieben 
hat, nicht verloren geben. 

Backtracking allein senkt allerdings 
den Aufwand noch nicht auf eine erträg- 
liche Größe. Man muss obendrein die 
Würfelchen in der richtigen Reihenfolge 
mit Probierzahlen besetzen. Das Prinzip 
lautet: »Die schwierigsten Plätze zuerst.« 
Dabei ist ein Platz umso schwieriger, je 
mehr Linien sich in ihm treffen. In 
einem Eckplatz treffen sich sieben Lini- 
en (drei gerade, drei schräge und eine 
ganz schräge, die Raumdiagonale). Eine 
Besetzung dieses Platzes vermindert die 
Möglichkeiten für die weiteren Probier- 
schritte — und damit den Suchaufwand — 
weit wirksamer als eine Festlegung an ei- 
ner Stelle, die nur von den üblichen drei 
geraden Linien getroffen wird. 

Der in diesem Sinne schwierigste 
Platz ist der genau in der Mitte, denn 
dort treffen sich volle dreizehn Linien: 
drei gerade, sechs schräge und vier ganz 
schräge. Den muss man unter allen Um- 
ständen zuerst besetzen, und das ist in 
diesem Fall sogar ganz einfach. Mit ein 
wenig Iheorie kann man beweisen, dass 
in einem perfekten magischen Fünfer- 
würfel auf den zentralen Platz die zen- 
trale Zahl kommen muss, das heißt die 
Zahl in der Mitte der Folge von 1 bis 
125: die 63. 

Ein weiteres nützliches Prinzip trägt 
den Namen Assoziativität (auch wenn es 
mit dem Assoziativgesetz nichts zu tun 
hat). Zu jedem Platz in einem Würfel 


gibt es den eindeutig bestimmten Platz, 
der genauso weit entfernt vom Mittel- 
punkt des Würfels liegt wie er selbst, 
aber genau gegenüber. Ein magischer 
Würfel ist besonders symmetrisch, wenn 
die Zahlen auf diesen beiden Plätzen in 
jedem Fall komplementär sind, das heißt 
sich zu N°+1 ergänzen. Ein magischer 
Würfel mit dieser Eigenschaft heißt asso- 
ziativ. Viele Konstruktionsverfahren für 
magische Quadrate und Würfel sind so 
gebaut, dass das Ergebnis automatisch 
assoziativ ist. 

Für den Würfel der Ordnung 5 ist 
N?+1=126, und der Platz im Zentrum 
des Würfels liegt sich selbst gegenüber; 
es passt also zur Assoziativität, dass die- 
ser Platz die 63 tragen muss. 

Der Weg, auf dem Trump und Boyer 
schließlich zum Erfolg gelangten, ist er- 
frischend antiautoritär: Er bestand darin, 
alle diese guten Ratschläge aufzugreifen 
— und dann einige von ihnen gezielt zu 
missachten. Ja, sie setzten in die Mitte 
die 63; es geht ja nicht anders. Sie 
suchten auch im Prinzip nach assoziati- 
ven Würfeln; aber sie bestanden nicht 
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darauf, dass am Ende jedes Paar gegen- 
überliegender Plätze mit komplemen- 
tären Zahlen gefüllt wird. Und sie be- 
setzten nach der Setzung der Zentralzahl 
nicht als Nächstes die Eckplätze oder 
auch nur die ebenso schwierigen restli- 
chen Plätze auf den Raumdiagonalen. 

Vielmehr umgaben sie den »harten 
Kern« — die 63 in der Mitte — zunächst 
mit einem »weichen Kern«, sprich mit 
einem Hilfswürfel der Größe 3-3-3, der 
zwar nicht magisch, aber assoziativ sein 
musste. Insbesondere war innerhalb des 
weichen Kerns die Summe entlang aller 
dreizehn Linien durch den Mittelpunkt 
gleich 189. Durch zahlreiche weitere 
notwendige Bedingungen konnte die 
Anzahl der Hilfswürfel auf einige Millio- 
nen begrenzt werden — nichts, was heute 
noch einen PC ernsthaft schrecken 
könnte. 

Um den weichen Kern legten sie 
dann, wieder mit Probieren und Back- 
tracking, die »Schale« aus allen Würfel- 
chen, die von außen sichtbar sind. Das 
sind immerhin 98 Stück im Vergleich zu 
den 26 des weichen Kerns. Zum Probie- 
ren ließen sie insgesamt fünf PCs teilwei- 
se rund um die Uhr laufen. 

Allmählich tröpfelten Lösungen aus 
den Computern, bei denen 28 der 30 
kleinen Diagonalen die richtige Summe 
hatten. Ungefähr eine von tausend so 
gefundenen Lösungen sollte nicht nur 
28, sondern 30 richtige Diagonalen ha- 
ben und damit perfekt sein; diese Ab- 
schätzung hatten Trump und Boyer aus 
theoretischen Überlegungen gewonnen. 
Nach einigen Wochen und mehr als 
1500 fast perfekten Würfeln drohte sie 
allmählich der Mut zu verlassen. Da er- 
zählte beiläufig Trumps zwanzigjähriger 
Sohn Daniel, der sich sehr für Compu- 
ter, aber nicht für magische Würfel inte- 
ressiert, sein PC habe eine perfekte Lö- 
sung gefunden! < 


Les cubes magiques. Von Christian Boyer in: 
Pour la Science, September 2003, 5. 90 


Les premiers carr&s t&tra et pentamagiques. 
Von Christian Boyer in: Pour la Science, Au- 
gust 2001, S. 98 


agic cubes: new recreations. Von William 
H. Benson und Oswald Jacoby. Dover, New 
York 1981 


A breakthrough in magic squares, and the 
first perfect magic cube. Von Martin Gardner 
in: Mathematical Games, Scientific American, 
Januar 1976, 5. 118 
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Edle magische Quadrate 


Gewisse magische Quadrate haben eine innere Struktur, die es erlaubt, 


aus einem einzelnen magischen Quadrat viele andere zu machen. 


Von Christoph Pöppe 


K man ein Brett aus 5-5 quadra- 
tischen Feldern mit fünf Farben so 
kolorieren, daß jede pro Zeile und Spalte 
nur einmal vorkommt? 

Das ist nicht schwer. Man verteilt die 
fünf Farben beliebig auf die Felder der 
ersten Zeile. Diese Anordnung kopiert 
man um ein Feld nach rechts versetzt in 
die nächste Zeile; das nach rechts über- 
stehende Feld fügt man links in die Leer- 
stelle dieser Zeile ein. In derselben Weise 
entsteht aus der zweiten Zeile die dritte, 
und so weiter. Diese Methode funktio- 
niert für Quadrate jeder Größe. 

Eine Anordnung, welche die genann- 
te Bedingung erfüllt, heißt lateinisches 
Quadrat. Der Name rührt daher, daß der 
berühmte Baseler Mathematiker Leon- 
hard Euler (1707-1783), der seit sei- 
nem 20. Lebensjahr in Sankt Petersburg, 
dann in Berlin und schließlich wieder in 
Sankt Petersburg wirkte und außer vie- 
len anderen Dingen auch solche Quad- 
rate systematisch untersuchte, latei- 
nische Buchstaben anstelle der Farben 
verwendete. 

Die Anzahl der Felder je Zeile bezie- 
hungsweise Spalte heißt Ordnung des 


Quadrats. Ein Quadrat der Ordnung 
hat also n? Felder. 

Wird zusätzlich gefordert, daß auch 
in den Diagonalen jede Farbe nur einmal 
vertreten ist, muß man das geschilderte 
Verfahren etwas abwandeln, denn es färbt 
alle Felder der Hauptdiagonale (von links 
oben nach rechts unten) gleich. Für Qua- 
drate ungerader Ordnung versetze man 
die Felder beim Übergang von einer 
Zeile zur nächsten nicht um eins nach 
rechts, sondern um zwei; für gerade Ord- 
nung ist die Situation komplizierter. 

Interessanter wird das Problem, wenn 
jedes Feld zwei Kennzeichen trägt, etwa 
eine Innen- und eine Außenfarbe oder — 
wie bei Euler — einen lateinischen und 
einen griechischen Buchstaben. Dabei ist 
nicht nur verboten, ein Kennzeichen 
mehr als einmal in eine Zeile oder Spalte 
zu setzen; zusätzlich ist vorgeschrieben, 
daß jede Kombination von Kennzeichen 
nur einmal vorkommen darf. Ein grie- 
chisch-lateinisches Quadrat entspricht 
also einem Paar lateinischer Quadrate, 
die in gewissem Sinne so verschieden 
voneinander sind wie nur möglich: Bei- 
spielsweise müssen die Randflächen aller 
Felder, deren Innenfarbe Rot ist, sämt- 
liche vorkommenden Farben tragen; 


MAGISCHE QUADRATE DER ORDNUNG 8 


Jedes dieser Quadrate enthält die Zah- 
len von O bis 63, so angeordnet, daß die 
Summe der Zahlen entlang jeder Zeile, 
Spalte und Diagonale dieselbe ist. Nach 
einer Idee des Künstlers Paul Heimbach 
stellt man nun diese Zahlen im Binärsys- 
tem dar und koloriert immer dann, wenn 
eine Binärstelle gleich 1 ist, das entspre- 
chende Feld mit einer Farbe, die dieser 
Binärstelle zugeordnet ist; für Zahlen, 
die mehrere Einsen in der Binärdarstel- 
lung enthalten, mischen sich die zugehö- 
rigen Farben. 

Im ersten Teilbild sind den Binärstel- 
len von rechts nach links die folgenden 
Farben zugeordnet: zwei Drittel Gelb, 
ein Drittel Gelb, zwei Drittel Magenta, 
ein Drittel Magenta, zwei Drittel Cyan, 


ein Drittel Cyan. Cyan (ein heller Blau- 
ton), Magenta (Purpur) und Gelb und 
Schwarz sind die Druckfarben, aus de- 
nen zum Beispiel in dieser Zeitschrift 
alle Farben zusammengesetzt werden. 

Die Binärzerlegung magischer Quad- 
rate erlaubt eine Fülle von Umfor- 
mungen, so daß man aus einem Quadrat 
mit Leichtigkeit 64 herleiten kann. Man 
beachte, daß das Gesamtbild spiegel- 
symmetrisch bezüglich der horizontalen 
und der vertikalen Mittelachse ist. Kom- 
plementäre (in bezug auf den Mittel- 
punkt gegenüberliegende) Felder jedes 
Einzelquadrats tragen komplementäre 
Farben, was in der Praxis wegen der Un- 
vollkommenheiten der Farbwiedergabe 
nur näherungsweise erfüllt ist. 


14 


SPEKTRUM DER WISSENSCHAFT - DOSSIER 2/08: LUSTVOLLE GEOMETRIE 


3ddQd HAOLSIUHI ST3MILYV SISIIQ NAYI4VY9 IT1V 


I OB le 
oe a BR RR 
Da a a 
on Pa PR Ra 
Da ED OB re 
ERST Ne 
Da EN Oo Be 


Lo 
Fr 
< 
[4 
[=] 
< 
= 
oO 
[=] 
== 
o 
un 
ii 
© 
< 
= 


sonst wäre eine Kombination doppelt 
vertreten. Ein solches Paar von Quadra- 
ten (eines besteht aus den Innenfarben, 
das andere aus den Außenfarben) heißt 
orthogonal — eine etwas weit hergeholte 
Metapher aus der Geometrie, wo zwei 
gleich lange Vektoren voneinander maxi- 
mal verschieden sind, wenn sie aufeinan- 
der senkrecht (orthogonal) stehen. 

Ein Paar orthogonaler lateinischer 
Quadrate der Ordnung 5 ist noch mit 
mäßiger Mühe zu finden: Man nehme 
das Quadrat mit der Versetzung 2 und 
sein Spiegelbild, wobei die Hauptdiago- 
nale Spiegelachse ist (oberes Bild auf die- 


Ein griechisch-lateinisches Quadrat der 
Ordnung 5: Man kann sich vorstellen (links), 
daß ein lateinisches Quadrat (kleine Felder) 
auf ein weiteres (mit großen Feldern) gelegt 
wird. In jeder Zeile, Spalte und Diagonale 
kommen die Außenfarbe (unteres Quadrat, 
linke Ziffer) und die Innenfarbe (oberes Qua- 
drat, rechte Ziffer) genau einmal vor. 
Außerdem ist jede Kombination von Innen- 
und Außenfarbe genau einmal vertreten. 
Liest man die Ziffernpaare als zweistellige 
Zahlen zur Basis 5, so ergibt sich ein ma- 
gisches Quadrat mit den Zahlen von O bis 24 
(rechts). 


ser Seite, links). Für andere Ordnungen 
kann die entsprechende Aufgabe extrem 
schwierig werden. So glaubte Euler, es 
gebe keine griechisch-lateinischen Qua- 
drate der Ordnungen 6, 10, 14 und so 
weiter (ungerade Vielfache von 2), weil 
er trotz intensiver Suche keine gefunden 
hatte. Bezüglich der Ordnung 6 hatte er 
recht; für die anderen Fälle hat es im- 
merhin fast 200 Jahre gedauert, bis 1959 
E. T. Parker von der Computerfirma 
Univac sowie R. C. Bose und S$. S. Shri- 
kande von der Universität von North 
Carolina (genannt »Euler5 spoilers«, weil 
sie damit das ansonsten strahlende Bild 


ihres genialen Vorgängers ein wenig be- 
fleckt hatten) ein Gegenbeispiel fanden. 
Auf unserer Website www.spektrum.de 
(wählen Sie »Zum Knobeln« in der lin- 
ken Randleiste und dann »Euler’sche 
Quadrate«) finden Sie Gelegenheit, ein 
griechisch-lateinisches Quadrat der Ord- 


nung 10 selbst zu suchen. 


Magische Quadrate 

Wenn man aber erst ein orthogonales 
Paar lateinischer Quadrate hat, in dem 
außerdem jede Diagonale bei wenigstens 
einem Partner die Verschiedenheitsbe- 
dingung erfüllt, ist daraus mit leichter 
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Konstruktion eines magischen Quadrats mit der 
Ordnung n=16: links der Stempel. Wenn man 
die Zeilen und Spalten des Quadrats jeweils von 
0 bis n-1 numeriert, läßt sich die Stempelregel 
wie folgt formalisieren: Färbe das Feld in Zeile i, 
Spalte j genau dann, wenn [(i+1)/2] + [(j+1)/2] 


gerade ist; die eckigen Klammern bedeuten Runden nach unten auf 
ganze Zahlen. Man schreibt die Zahlen von O bis 16°-1=255 in der 
natürlichen Reihenfolge zeilenweise in die Felder des Quadrats 
(links). Jede vom Stempel getroffene Zahl tauscht dann ihren Platz 
mit derjenigen, die zu ihr punktsymmetrisch bezüglich des Mittel- 
punkts liegt (rechts). 
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Mühe ein magisches Quadrat zu ma- 
chen: Man ersetze die Kennzeichen (Far- 
ben oder Buchstaben) durch die Ziffern 
von 0 bis n-1 und schreibe in jedes Feld 
die beiden zugehörigen Ziffern neben- 
einander. Die entstehenden zweistelligen 
Zahlen sind im Zahlensystem zur Basis 
zu verstehen: In einem 5-5-Quadrat be- 
zeichnet 32 die Zahl 3-5+2, also 17 in 
der üblichen Dezimalschreibweise (Bild 
links, rechtes Teilbild). 

Warum ist das so konstruierte Qua- 
drat magisch? Warum ist die Summe der 
Zahlen in jeder Zeile, Spalte und Diago- 
nale die gleiche? Nun, in den Feldern je- 
der Zeile kommen in der rechten (Ei- 
ner-)Stelle die Ziffern von 0 bis n-1 je- 
weils genau einmal vor, desgleichen in 
der linken Stelle; also ist (für n=5) die 
Zeilensumme jedesmal (0 +1+2+ 3+4) 
+5.(0+1+2+3+4)=60. Für die Spal- 
ten- und Diagonalensummen gilt Ent- 
sprechendes. Außerdem — zweite Bedin- 
gung für magische Quadrate — ist jede 
Ziffernkombination und damit jede 
Zahl zwischen 0 und n?-1 genau ein- 
mal vertreten. 

Üblicherweise schreibt man in ein 
magisches Quadrat der Ordnung nicht 
die Zahlen von 0 bis n?-1, sondern von 
1 bis n?. Aber ob man zum Wert jedes 
Feldes 1 addiert oder nicht, ist für die Ei- 
genschaft »magisch« unwesentlich; und 
für das Folgende ist es geschickter, bei 0 
anzufangen. Die magische Konstante (der 
gemeinsame Wert aller Zeilen-, Spalten- 
und Diagonalensummen) eines Quadrats 
der Ordnung ist dann nicht, wie üb- 
lich, r(n? + 1)/2, sondern n(n?-1)/2. 

Magische Quadrate haben eine uralte 
Geschichte. Aus der Zeit des chine- 
sischen Kaisers Lo-Shu (um 2200 vor 
Christus) ist ein magisches Quadrat drit- 
ter Ordnung überliefert. Die europäische 
Tradition hat jahrhundertelang von 
einem Manuskript eines Gelehrten na- 
mens Manuel Moschopoulos gezehrt, der 
Anfang des 15. Jahrhunderts in Konstan- 
tinopel lebte. In diesem Manuskript sind 
bereits Konstruktionsregeln für magische 
Quadrate jeder Ordnung aufgeführt. 
Cornelius Agrippa von Nettesheim 
(1486-1535) konstruierte magische 
Quadrate der Ordnungen 3 bis 9, an- 
scheinend nach den Methoden des Mo- 
schopoulos, setzte sie mit den Planeten 
(im damaligen Verständnis) Saturn, Jupi- 
ter, Mars, Sonne, Venus, Merkur und 
Mond - in dieser Reihenfolge — in Bezie- 
hung und leitete daraus im Wortsinne 


magische Eigenschaften der Planeten und 
der Quadrate her. Berühmt geworden ist 
das magische Quadrat vierter Ordnung 
aus dem Bild »Melencolia« von Albrecht 
Dürer (1471-1528); es ist so arrangiert, 
daß das Entstehungsjahr 1514 in der 


Mitte der untersten Zeile erscheint. 


Das Konstruktionsverfahren über 
die griechisch-lateinischen Quadrate ist 
nicht unbedingt das einfachste. Es liefert 
jedoch ein instruktives Beispiel für eine 
bisher kaum beachtete Eigenschaft man- 
cher magischen Quadrate: ihre Zerleg- 
barkeit. 


MAGISCHE QUADRATE UNGERADER ORDNUNG 


Ein französischer Adliger namens S. de 
a Loub£re wäre heute sicherlich weithin 
vergessen, wenn er nicht als Gesandter 
Ludwigs XIV. beim König von Siam (dem 
heutigen Thailand) 1687 bis 1688 ein 
Verfahren zur Konstruktion magischer 
Quadrate ungerader Ordnung kennenge- 
ernt und später veröffentlicht hätte. Der 
Einheitlichkeit halber wird das Verfahren 
hier mit den Zahlen von O bis n?-1 statt 
von 1 bis n? beschrieben; die ungerade 
Zahl n ist die Ordnung des Quadrats. 

Man fasse das Quadrat als Torus auf, 
das heißt, rechte und linke sowie obere 
und untere Seite sind miteinander ver- 
klebt. Alle Zeilen und Spalten sind da- 
durch ringförmig geschlossen: Auf das 
letzte Feld einer Zeile folgt wieder das 
erste, entsprechend für Spalten. Es läuft 
auf dasselbe hinaus, wenn man sich die 
ganze Ebene mit unendlich vielen 
Exemplaren des einen Quadrats gepflas- 
tert denkt. 


In das mittlere Feld der ersten Zeile 
schreibe man die Null und dann die fol- 
genden Zeilen der Reihe nach, jede 
schräg rechts über ihre Vorgängerin. We- 
gen der Torus-Eigenschaft gerät die Eins 
in die unterste Zeile, eins rechts von der 
Mitte. Entsprechend muß man das Qua- 
drat jedesmal, wenn man seinen Rand 
überschreitet, an der gegenüberliegen- 
den Seite wieder betreten. 
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Folgt man dieser Regel, dann müßte 
man die Zahl n in das Feld schreiben, in 
dem schon die Null steht. Wenn eine sol- 
che Kollision droht (das ist bei allen Viel- 
fachen von n der Fall), geht 
nahmsweise einen Schritt nach unten 
statt nach rechts oben; im übrigen folgt 
man der Standardregel, bis alle Felder 
besetzt sind (links oben). 

Das entstehende Quadrat ist nicht 
nur magisch, sondern auch symmetrisch: 
Ein Feld und sein Bild bezüglich Punkt- 
spiegelung am Mittelpunkt des Quadrats 
ergänzen sich stets zu n?-1. Außerdem 
ist es pandiagonal: Aus der mit unend- 
lich vielen Exemplaren gepflasterten 
Ebene kann man an beliebiger Stelle ein 
n-n-Quadrat ausstanzen, das ebenfalls 
magisch ist. 


man aus- 


Schreibt man die Zahlen des Quadrats 
zur Basis n (hier für n=5 dargestellt, 
rechts oben), so erkennt man, daß es in 
zwei orthogonale lateinische Quadrate 
zerlegbar ist. Das eine (links unten), ent- 
sprechend den linken Ziffern, enthält die 
Zahlen O,n, 2.n,..., (n-1)n, und eine Zei- 
le entsteht aus der vorigen durch Versatz 
um eins nach links. Das andere (rechts 
unten) ist Spiegelbild bezüglich der 
Hauptdiagonalen eines lateinischen 
Quadrats aus den Zahlen O bis n-1 mit 
Versatz um zwei nach links. Das erste 
Quadrat ist nicht lateinisch bezüglich 
der Nebendiagonalen (von links unten 
nach rechts oben); dort steht an jeder 
Stelle n(n-1)/2. Aber dieser Mangel wird 
dadurch kompensiert, daß die entspre- 
chende Diagonale des zweiten Quadrats 
vorschriftsgemäß ist. 

Varianten des Verfahrens arbeiten mit 
anderen Kombinationen von Standard- 
schritt (hier rechts aufwärts) und Aus- 
weichschritt (hier abwärts). Damit sich 
die Zahlenschlange nicht vorzeitig in den 
Schwanz beißt, müssen gewisse Kombi- 
nationen aus Standard- und Ausweich- 
schrittzahlen teilerfremd zu n sein. 
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für die Summen der Spalten links bezie- 
hungsweise rechts von der Mitte. Die 
Vertauschungsaktion gleicht diese Ab- 
weichungen gerade aus. 

Wie das genau funktioniert, sieht 
man am besten an Quadraten, deren 
Ordnung eine Potenz von 2 ist: 4, 8, 16, 
32 und so weiter. In diesem Falle ist näm- 
lich auch n? eine Zweierpotenz, und es 
liegt nahe, zur Zahldarstellung die Basis 2 
zu verwenden. Das läuft auf die compu- 
terübliche Binärschreibweise hinaus, de- 
ren einzige Ziffern O und 1 sind. Fin ma- 
gisches Quadrat der Ordnung 16 enthält 
die Zahlen von 0 bis 16?-1=255; das 


Das im Bild auf S. 16 unten konstruierte magische Quadrat der Ordnung 16 zerfällt in acht tri- 
vial-magische Quadrate, die hier schematisch dargestellt sind. Ein weißes Feld steht für O, 
ein schwarzes für die Zahl, die jeweils unter dem Quadrat angegeben ist. In jeder Zeile, Spal- 
te und Diagonale stehen gleich viele weiße wie schwarze Quadrate. 


Ich nenne ein magisches Quadrat 
edel, wenn es nach Art eines griechisch- 
lateinischen Quadrats zusammengesetzt 
ist, genauer: wenn es in eine Summe 
zweier (oder mehrerer) trivial-magischer 
Quadrate zerlegbar ist. Dabei soll ein 
Quadrat trivial-magisch heißen, wenn es 
gleiche Zeilen-, Spalten- und Diagonal- 
summen hat; es muß nicht aus lauter 
verschiedenen Zahlen bestehen, noch 
nicht einmal lateinisch sein. Ein Qua- 
drat, das in jedem Feld dieselbe Zahl 
trägt, ist trivial-magisch. Ein lateinisches 
Quadrat ist nur dann trivial-magisch, 
wenn auch entlang seiner Diagonalen 
keine zwei Felder gleich sind. 

Für die Konstruktion eines edlen Qua- 
drats muß man, wie gesagt, nicht unbe- 
dingt griechisch-lateinische zu Hilfe neh- 
men. So produziert die einfachste Kon- 
struktionsregel für magische Quadrate 
ungerader Ordnung stets edle Quadrate 
(Kasten S. 17). 


Das Austauschverfahren 
Zerlegungen anderer magischer Quadrate 
ergeben Komponenten, die nicht latei- 
nisch sind, dafür aber andere, um so in- 
teressantere Eigenschaften haben. Eine 
Konstruktionsregel für magische Quadra- 
te, deren Ordnung ein Vielfaches von 4 
ist, liefert Beispiele. Das Dürer-Quadrat 
sowie das Jupiter- und das Merkur-Qua- 
drat des Agrippa von Nettesheim sind — 
bis auf Drehungen, Spiegelungen und 
das Addieren der obligatorischen Eins — 
nach diesem Muster gebaut. 
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Wesentlicher Bestandteil des Verfah- 
rens ist ein (gedachter) Stempel, der die 
acht Diagonalenfelder eines 4-4-Qua- 
drats einfärbt und die restlichen acht un- 
verändert läßt (Bild S. 16 unten). Man 
schreibt zunächst in ein Quadrat der Sei- 
tenlänge n — wobei n ein beliebiges Viel- 
faches von 4 ist — die Zahlen von 0 bis 
n?—1 zeilenweise der Reihe nach ein und 
bestempelt es dann lückenlos und über- 
lappungsfrei. Jede durch den Stempel ge- 
färbte Zahl vertauscht man nun mit der 
ebenfalls gefärbten, die ihr in bezug auf 
den Mittelpunkt des Quadrats genau ge- 
genüberliegt. Beide Zahlen ergänzen sich 
stets zu n?-1; man nennt solche Paare 
komplementär. 

Ohne Zweifel enthält das Endpro- 
dukt dieser Prozedur nach wie vor alle 
Zahlen von 0 bis n?-1; es hat ja nur die 
Hälfte von ihnen die Plätze getauscht. Es 
bleibt auch symmetrisch in dem Sinne, 
daß Paare komplementärer Zahlen ein- 
ander bezüglich des Mittelpunktes genau 
gegenüberstehen. 

Aber wie kommt es, daß alle Zeilen-, 
Spalten- und Diagonalsummen den rich- 
tigen Wert haben? Man kann nachrech- 
nen, daß das bei den Diagonalen schon 
vorher der Fall war; und das Verfahren 
stellt beide Diagonalen lediglich auf den 
Kopf, denn alle Diagonalenfelder wer- 
den vom Stempel getroffen. Dagegen 
sind in der ursprünglichen Anordnung 
die Summen der oberen Zeilen zu klein 
und die der unteren zu groß; Entspre- 
chendes, wenn auch weniger kraß, gilt 


sind gerade alle achtstelligen Binärzahlen 
(führende Nullen mitgeschrieben). Und 
ebenso, wie man das eingangs beschrie- 
bene 5-5-Quadrat, zur Basis 5 geschrie- 
ben, in zwei trivial-magische Quadrate 
zerlegen kann, deren jedes einer Stelle in 
der Zahldarstellung zugeordnet ist, so zer- 
fällt das 16-16-Quadrat in acht trivial- 
magische Quadrate, deren jedes zu einer 
Binärstelle gehört (Bild links oben): Es ist 
edel zur Basis 2. 

Alle diese Komponenten-Quadrate 
enthalten nur Nullen und Einsen; weil 
aber die Eins je nach Komponente eine, 
zwei oder mehr Stellen links vom (ge- 
dachten) Binär-Komma steht, hat sie 
den Wert 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64 oder 128. 
Die Komponenten-Quadrate zeigen ein 
auffälliges, regelmäßiges, aber nicht ganz 
symmetrisches Muster; daran ist zu er- 
kennen, daß das ursprüngliche magische 
Quadrat eine globale Ordnung aufweist. 
Die Symmetrie ist aber gerade nicht so 
umfassend, daß ein und dieselbe Kom- 
bination schwarzer und weißer Felder an 
mehr als einer Position aufträte. Denn 
dann hätten diese beiden Felder den glei- 
chen Zahlenwert, was nicht sein darf. 

Wie kommt diese Ordnung zustan- 
de? Es ist sehr einfach, die zu einer Binär- 
zahl komplementäre Zahl zu finden. Für 
n=2*=16 beispielsweise ist n?=2°= 256, 
und n?-1=255 hat die Binärdarstellung 
11111111. Zwei achtstellige Binärzahlen 
sind genau dann komplementär bezüg- 
lich 2°—-1, wenn die eine da eine Null 
hat, wo in der anderen eine Eins steht, 
und umgekehrt. Die Wirkung des Stem- 
pels — die Bildung der Komplementär- 
zahl — besteht also darin, daß jede Null 
in der Binärdarstellung durch eine Eins 
ersetzt wird und umgekehrt. Insbesonde- 
re wirkt der Stempel auf jede Binärstelle 
— und damit auf jedes Komponenten- 
Quadrat — unabhängig von den anderen: 
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Wo er trifft, vertauscht er Schwarz und 
Weiß. Somit genügt es, sich zu vergewis- 
sern, daß der Stempel aus jeder Zerle- 
gungs-Komponente des Quadrats, mit 
dem alles begann (mit den Zahlen in der 
natürlichen Reihenfolge), ein trivial-ma- 
gisches Quadrat macht (Kasten unten). 


Umformungen 

Hat man erst einmal ein magisches Qua- 
drat, so kann man daraus durch einfache 
Umformungen viele neue machen. Eine, 
zwei oder drei Vierteldrehungen sowie 
Spiegelungen an einer Diagonalen oder 
Mittelsenkrechten lassen die magischen 
Eigenschaften unverändert. Das gleiche 
gilt für kompliziertere Operationen wie 
die gleichzeitige Vertauschung zweier 
komplementärer Spalten und der beiden 
zugehörigen Zeilen oder eine weitere, bei 
der ganze Viertel eines Quadrats in die 
diagonal gegenüberliegende Ecke ge- 
schoben werden (Bild S. 20). 

Das Sortiment der Umformungs- 
möglichkeiten wird durch Zerlegungen 
erheblich erweitert, weil die Komponen- 
ten einer Zerlegung bis zu einem gewis- 
sen Grade voneinander unabhängig sind. 
Wenn die Komponenten lateinische 
Quadrate sind, die auch in den Diagona- 
len keine zwei gleichen Elemente enthal- 
ten, darf man in jeder Komponente die 
Numerierung beliebig ändern. Jede Ziffer 
darf durch eine andere, nur dürfen nicht 
zwei verschiedene Ziffern durch dieselbe 
ersetzt werden: eine Permutation. Im zu- 
sammengesetzten Quadrat tauschen da- 
durch zwar gewisse Zahlen ihre Plätze, 
aber es stehen dieselben Zahlen im Qua- 
drat wie zuvor, und die Summenkriterien 
sind immer noch erfüllt, weil das für die 
Komponenten gilt. Wenn, wie beim 
Standardverfahren für Quadrate ungera- 
der Ordnung, eine Diagonale z-mal die 
Zahl (n-1)/2 enthält, muß man diese 
Zahl unverändert lassen, darf aber die 
übrigen unbekümmert permutieren. 

Bei den 0-1-Komponenten-Quadra- 
ten der Binärdarstellung ist die einzig 
mögliche Permutation die Vertauschung 
von Schwarz und Weiß. Immerhin er- 
gibt das für die acht Komponenten des 
16-.16-Quadrats 2°=256 Kombinatio- 
nen. Insbesondere kann man durch ge- 
eignete Wahl der Vertauschungen er- 
zwingen, daß eine vorgewählte Zahl in 
die linke obere Ecke (oder in irgendein 
anderes vorbestimmtes Feld) gerät. 

Der Kölner Künstler Paul Heimbach 
hat dieses Prinzip für Quadrate der Ord- 


nung 8 entdeckt, für seine ästhetischen 
Ziele genutzt und damit den Anstoß zu 
diesem Artikel gegeben. Er interpretiert 
die sechs Komponenten des 8-8-Qua- 
drats als Masken oder Schablonen, Plat- 
ten, die anstelle der schwarzen Felder 
quadratische Löcher enthalten. Eine 
Maske nach der anderen legt er auf ein 
Blatt Papier und überstreicht sie mit 
(nicht-deckender) Farbe — jede Maske 
mit einer anderen. Heimbach verwendet 
die Grundfarben Rot, Blau und Gelb in 
jeweils zwei verschiedenen Intensitäten. 
(So ist das Prinzip; die Ausführung kann 
völlig anders sein.) Am Ende ergibt sich 
ein magisches Farbquadrat: Jede Mi- 
schung von null bis zu sechs Maskenfar- 
ben ist auf genau einem Feld realisiert. 
Zusätzlich ist das Gesamtbild auch noch 
ausgewogen in dem Sinne, daß jede 
Maskenfarbe in jeder Zeile und jeder 
Spalte in genau der Hälfte der Felder 
enthalten ist (Bild S. 14/15). 

Damit sind die Umformungsmög- 
lichkeiten noch längst nicht erschöpft. 
Die Zuordnung der Masken (und ihrer 
Farben) zu den Binärstellen ist nämlich 


keineswegs zwingend. Was geschieht, 
wenn man beispielsweise die zweite und 
die vierte Maske vertauscht? 

An den Stellen, wo beide Masken 
schwarz oder beide weiß sind, ändert 
sich gar nichts. Eine Zahl, bei der eine 
Maske weiß, die andere schwarz ist, 
tauscht ihren Platz mit derjenigen, die in 
diesen beiden Masken die umgekehrte 
Kombination, in allen anderen aber 
denselben Wert hat. Also sind nach wie 
vor dieselben Zahlen im Quadrat vertre- 
ten, und die Summenkriterien sind oh- 
nehin erfüllt. 

Für das Merkur-Quadrat (Ordnung 
8) vermehren sich die Variationsmög- 
lichkeiten durch die Vertauschbarkeit 
der Masken um den Faktor 6!=720. 
Eine von Heimbach erstellte Compact 
Disc spielt das ganze Sortiment der so 
erhältlichen Varianten ab. 

Aus einem einzigen edlen Quadrat 
der Ordnung 16 ergibt sich durch Um- 
kehrung von Schwarz und Weiß sowie 
durch Vertauschung von Masken ein 
reichhaltiges Sortiment von insgesamt 
256: 8!=10321 920 Varianten. 


DAS VERTAUSCHUNGSVERFAHREN - BITWEISE 


Sei n ein Vielfaches von 4. Wenn man die Zahlen von O bis n?-1 zeilenweise der 
Reihe nach in ein n :n-Quadrat schreibt, wechseln sich Spalten aus geraden und sol- 
che aus ungeraden Zahlen ab: Die letzte Binärziffer wechselt bei jedem Übergang 
von einer Zahl auf die nächste. Die vorletzte bleibt immer zwei Felder lang gleich, be- 
vor sie wechselt, die drittletzte jeweils vier Felder, die viertletzte acht und so weiter. 
Jede Zeile beginnt mit einem Vielfachen von 4. Deswegen tragen die 4:4-Teilquadra- 
te, die jeweils von einem Stempelabdruck getroffen werden, sämtlich die folgende 
Struktur (schwarz =1, weiß=0): 


letzte vorletzte drittletzte (Vierer-) und alle weiteren Stellen: eine der sechs 
(Einer-) (Zweier-) folgenden Strukturen 
Stelle Stelle 
nn 
DJ] EE OEL] 
BEE ODE] 


Die Ersetzung durch die jeweils komplementäre Zahl macht weiß zu schwarz und 


umgekehrt - aber nur in den gestempelten Feldern: 
a a EEE 


In jedem der Fälle ist das entstehende Quadrat trivial-magisch bezüglich Zeilen und 
Spalten. Setzt man die 4:4-Quadrate wieder zu dem großen Quadrat zusammen, er- 
geben sich auch dort gleiche Zeilen- und Spaltensummen. Nur die Diagonalen sind in 
manchen gestempelten 4-4-Quadraten gänzlich schwarz oder gänzlich weiß; 
aber das wird dadurch kompensiert, daß das komplementäre (bezüglich des Mittel- 
punktes gegenüberliegende) 4 4-Quadrat gänzlich weiße beziehungsweise gänzlich 
schwarze Diagonalen hat. 
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Bis jetzt habe ich gezeigt, wie man 
edle Quadrate konstruiert, deren Ord- 
nung ungerade oder eine Zweierpotenz 
ist. Was ist mit den übrigen Ordnungen? 


Verallgemeinerungen 

Man kann magische Quadrate in einem 
gewissen Sinne miteinander multiplizie- 
ren, und das Produkt zweier edler Quad- 
rate ist wieder edel, wenn man die rich- 
tige Zerlegung wählt. Wie multipliziert 
man ein Quadrat der Ordnung p mit 
einem der Ordnung g (es kommt auf die 
Reihenfolge der Faktoren an)? Man bläht 
jedes Feld des p-p-Quadrats zu einem 
Block der Größe »-q auf. In alle Felder 
eines Blocks schreibt man dieselbe Zahl, 
und zwar q°” mal den ursprünglichen 
Wert des Feldes. Dann addiert man zu 
jedem Block — Feld für Feld — das g:q- 
Quadrat. Das so konstruierte Quadrat 
hat die Ordnung ?gq und ist magisch, 
denn es enthält jede Zahl von O bis 


H 
"- 
+ 


Ein magisches Quadrat bleibt magisch, wenn 
man eine Spalte mit der dazu komplemen- 
tären (das heißt mit ihrem Spiegelbild be- 
züglich der Mittelachse) vertauscht und ein 
gleiches mit den entsprechenden Zeilen tut 
(a; die Teile, die bewegt wurden, sind farbig 
markiert, gleiche Farben entsprechen jeweils 
gleichen Teilen). Ein magisches Quadrat ge- 
rader Ordnung bleibt magisch, wenn man es 
in 2-2 Teilquadrate zerlegt und jedes mit dem 
diagonal gegenüberliegenden vertauscht (b). 
Gleiches gilt für Quadrate ungerader Ord- 
nung, wenn man die mittlere Zeile und die 
mittlere Spalte gesondert behandelt (c). 
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(pg)”—-1 genau einmal und erfüllt die 
Summenkriterien. 

Um nachzuweisen, daß es auch edel 
ist, muß man es zerlegen. Dafür gibt es 
ein Verfahren, das auf magische Qua- 
drate aller Art (auch unedle) anwendbar 
ist: die Division mit Rest. 

Man zerlege bei einem Quadrat der 
Ordnung n die Zahl n? irgendwie in 
Faktoren, bei ungeradem n zum Bei- 
spiel in »-n, bei einer Zweierpotenz in 
2-2-...-2. Es muß nicht die Primfaktor- 
zerlegung sein, und die Reihenfolge der 
Faktoren ist — zunächst — beliebig. Man 
dividiere nun das magische Quadrat 
Feld für Feld durch den ersten Faktor, 
schreibe die Quotienten in ein weiteres 
Quadrat und die Reste in ein drittes. 

Das Quotienten-Quadrat dividiere 
man in derselben Weise durch den zwei- 
ten Faktor; das ergibt wieder ein Quoti- 
enten- und ein Restequadrat, und so wei- 
ter, bis die Faktoren erschöpft sind. Die 
mit den jeweils korrekten Faktoren mul- 
tiplizierten Restequadrate ergeben eine 
Zerlegung des ursprünglichen Quadrats. 
Allerdings sind im allgemeinen die Reste- 
quadrate nicht trivial-magisch. 

Dieses Divisionsverfahren läuft auf 
eine Darstellung der Zahlen des Quadrats 
bezüglich einer gemischten Basis hinaus 
(Spektrum der Wissenschaft, Dezember 
1995, S. 10); die oben besprochenen Zer- 
legungen zu den reinen Basen 5 und 2 
sind Spezialfälle. Auch in einer Zerlegung 
zu einer gemischten Basis darf man die 
Reihenfolge der Komponenten vertau- 
schen, was zugleich ihren Stellenwert än- 
dert; ein edles Quadrat verwandelt sich 
dadurch in ein anderes, gleichfalls edles. 

Warum? Man zerlege das oben defi- 
nierte Produktquadrat aus edlen Quadra- 
ten der Ordnungen p und g bezüglich 
der Faktoren g, 9, p, p (in dieser Reihen- 
folge). Die ersten beiden Divisionen spal- 
ten den Anteil ab, der aus der Addition 
des g-g-Quadrats zu jedem Block 
stammt; also bestehen die zugehörigen 
Restequadrate aus der (p: p)-fachen Wie- 
derholung der Komponentenquadrate 
des q:g-Quadrats. Die waren nach Vor- 
aussetzung trivial-magisch; also gilt das 
auch für ihre Wiederholung. Was nach 
den beiden ersten Divisionen übrigbleibt, 
ist das aufgeblähte p- p-Quadrat. Dessen 
Zerlegung produziert aufgeblähte Varian- 
ten der Komponenten des p- p-Quadrats, 
die offensichtlich ebenfalls trivial-ma- 
gisch sind. Wenn die ursprünglichen 
Quadrate nicht nur edel bezüglich der 


Zerlegungen p, p beziehungsweise q, q 
sind, sondern — wie die Zweierpotenz- 
Quadrate — noch feinere Zerlegungen zu- 
lassen, bleiben diese Feinheiten bei der 
Multiplikation erhalten. 

Mit dem Multiplikationsverfahren er- 
reicht man eine Fülle von Ordnungen, 
jedoch nicht die ungeraden Vielfachen 
von 2; denn ein magisches Quadrat der 
Ordnung 2 gibt es nicht. Es gibt ein Ver- 
fahren, aus einem magischen Quadrat 
eines doppelter Ordnung zu machen; lei- 
der enthält es — in seiner Ausgestaltung 
für ungerade Ordnung — eine Asymme- 
trie, die eine edle Zerlegung zu vereiteln 
scheint. Immerhin gibt es ein magisches 
Quadrat der Ordnung 6, das edel bezüg- 
lich der Zerlegung 6, 6 ist (nicht aber be- 
züglich 2,2,3,3 — in irgendeiner Reihen- 
folge). Allerdings sind seine Komponen- 
ten nicht einmal annähernd lateinisch, so 
daß die Permutationsmöglichkeiten recht 
beschränkt sind. 

Hier bleibt noch viel zu tun. < 


agische Quadrate / Eulersche Quadrate. Ka- 
pitel XII (S. 1) und XIV (S. 55) in: Mathema- 
ische Unterhaltungen und Spiele, Band Il. 
Von W. Ahrens. 2. Auflage, Teubner, Leipzig 
918 


Historische Studien über die magischen 
Quadrate. Von Siegmund Günther. Kapitel IV 
S. 188) in: Vermischte Untersuchungen zur 
Geschichte der mathematischen Wissen- 
schaften. Teubner, Leipzig 1876 


agic Squares. Kapitel VII (S. 193) in: Mathe- 
matical Recreations and Essays. Von W.W. 
Rouse Ball und H.S.M. Coxeter. 13. Auflage, 
Dover, Mineola 1987 


New Recreations with Magic Squares. Von 
William H. Benson und Oswald Jacoby. Dover, 
New York 1976 


Latin Squares and their Applications. Von Jo- 
szef Dönes und Anthony D. Keedwell. English 
Universities Press, London 1974 


athematical Games. Von Martin Gardner in: 
Scientific American, November 1959, S. 181 


De quadratis magicis. Von Leonhard Euler 
1776). Abgedruckt in: Leonhardi Euleri ope- 
ra omnia, Serie I, Bd. 7, 5. 441. Teubner, Leip- 
zig 1923 


Recherches sur une nouvelle esp&ce de quar- 
res magiques. Von Leonhard Euler (1782). Ab- 
gedruckt im selben Band, 5. 291 


agic Squares. Kapitel VII (S. 142) in: Mathe- 
matical Recreations. Von Maurice Kraitchik. 
2. Auflage, Dover, New York 1953 


Magische Quadrate. Von Paul Heimbach. 
http://artype.de/quadrate/index.html 


SPEKTRUM DER WISSENSCHAFT - DOSSIER 2/08: LUSTVOLLE GEOMETRIE 


Tage h T C h er der Wissenschaft 


<KOSMologs 


LFENNTIEN 
BRAINLOGS 


Das Online-Blogportal www.scilogs.de versammelt über vierzig 
Wissenschaftler, Praktiker und Wissenschaftsjournalisten. 
Hier kommentieren Profis, was in der Welt der Forschung 
geschieht und wie die Forschung in unser Leben eingreift. 
Lesen Sie und diskutieren Sie mit! Auf www.scilogs.de finden 
Sie täglich neue Beiträge aus der Wissenschaft - quer durch 
alle Disziplinen von Astronomie bis Zoologie. Oder Sie konzen- 
trieren sich gleich auf eines unserer Spezialportale, denn 
über www.scilogs.de gelangen Sie auch zu den wissenslogs, 
brainlogs, kosmologs und chronologs. 

Werfen Sie einen Blick in die Tagebücher der Wissenschaft! 


Spektrum 


ER WISSENSCHAFT 


www.scilogs.de 


Lo 
Fr 
< 
[4 
[=] 
< 
= 
oO 
[=] 
== 
o 
un 
ii 
© 
< 
= 


POUR LA SCIENCE 


Supermagische Quadrate 


Manche magischen Quadrate sind noch magischer als andere: Sie sind 


auf kleinstem Raum bereits ausgewogen. Britische Mathematiker haben ein 


Verfahren zu ihrer systematischen Erzeugung veröffentlicht. 


Von Christoph Pöppe 


in quadratisches Schema aus Zahlen 

mit der Eigenschaft, daß die Summe 
über eine beliebige Zeile, Spalte oder Di- 
agonale stets denselben Wert ergibt — das 
ist ein magisches Quadrat, Thema un- 
zähliger mathematischer und esoterischer 
Betrachtungen über die Jahrhunderte. 
Normalerweise nimmt man die Zahlen 
von 1 bis n?, um die Felder des Quadrats 
zu füllen, wobei » die Ordnung ist, das 
heißt die Anzahl der Felder pro Quadrat- 
seite. Die Mathematiker ziehen es häufig 
vor, von 0 bis »?-1 zu zählen statt von 
1 bis n?, weil man dann bestimmte Zu- 
sammenhänge besser sieht; aber das ist 
nebensächlich. 

Je größer die Ordnung, desto mehr 
magische Quadrate gibt es; bereits für 
mäßig große findet man durch Auspro- 
bieren mit dem Computer schnell Milli- 
onen verschiedener Anordnungen - nicht 
mitgezählt solche, die durch Drehung 
oder Spiegelung ineinander übergehen. 
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Das 4-4-Quadrat in der Mitte (grün unter- 
legt) ist panmagisch: Pflastert man die Ebene 
mit Kopien seiner selbst, so stellt man fest, 
daß jeder 4 -4-Ausschnitt der Ebene ein ma- 
gisches Quadrat ist. So hat jede der blau un- 
terlegten Diagonalen die richtige Summe, 
nämlich 30. Zusätzlich ist das Quadrat su- 
permagisch, denn in jedem 2 -2-Kästchen (in 
Gelb-, Rot- und Brauntönen unterlegt) ad- 
dieren sich die Zahlen zur gleichen Summe, 
die in diesem Falle ebenfalls 30 ist. 
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Mit zunehmender Auswahl steigen 
die Ansprüche: Schon im vorigen Jahr- 
hundert suchten Tüftler nach Quadraten, 
die zusätzliche Regelmäßigkeiten aufwei- 
sen. So gibt es magische Quadrate, die 
ihre Eigenschaft behalten, wenn man 
Zeilen oder Spalten zyklisch vertauscht, 
das heißt, die unterste Zeile wegnimmt 
und oben anfügt oder die linkeste Spalte 
entsprechend nach rechts verschiebt, 
beides möglicherweise mehrfach. Quad- 
rate dieser Art heißen »panmagisch«. 
Dasselbe auf andere Weise ausgedrückt: 
Wenn man die ganze Ebene mit Exemp- 
laren ein und desselben panmagischen 
Quadrates pflastert, dann ist jedes n-n- 
Quadrat, das man aus dieser Ebene aus- 
stanzt, magisch (Bild links unten). 

Ein beliebtes Konstruktionsverfahren 
für magische Quadrate ist folgendes (S. 
14): Man schreibe zunächst die Zahlen 
von O bis n?-1 (oder von 1 bis n?, je 
nach persönlichem Geschmack) säuber- 
lich der Reihe nach zeilenweise in das 
Quadrat ein. Diese Anordnung ist noch 
weit entfernt davon, magisch zu sein: Die 
Zahlen der ersten Zeile sind viel zu klein, 
als daß ihre Summe den richtigen Wert 
ergeben könnte; die der letzten Zeile sind 
viel zu groß. Ähnliche, wenn auch weni- 
ger krasse Ungleichgewichte bestehen 
zwischen den Spalten. 

Man korrigiere nun diese Unausge- 
wogenheit, indem man linke und obere 
Zahlen mit rechten und unteren die 
Plätze tauschen läßt. Die Tauschaktion 
darf nur jede zweite Zahl betreffen — 
sonst wäre das ganze Quadrat ja nur um- 
gedreht und so falsch wie zuvor. Einige 
weitere Feinheiten sind zu beachten, da- 
mit das Quadrat wirklich magisch wird. 

Im Ergebnis stehen die größten Zah- 
len unmittelbar neben den kleinsten, 
während Zahlen aus dem Mittelfeld sich 
nicht sehr weit bewegt haben und des- 
halb nach wie vor eng beieinander ste- 
hen. Wenn man also — sagen wir — vier 
unmittelbar benachbarte Zahlen addiert, 
kommt wegen des Konstruktionsprin- 
zips stets ungefähr dasselbe heraus. Das 
ist für die Eigenschaft des Gesamtquadra- 


tes, magisch zu sein, nicht zwingend er- 
forderlich (es gibt andere Konstruktions- 
verfahren), aber hilfreich. 

Wenn nun aber in einem panma- 
gischen Quadrat, wo immer man die vier 
Kästchen eines 2-2-Unterquadrats zu- 
sammenzählt, nicht nur ungefähr, son- 
dern stets genau dasselbe herauskäme, 
dann hätte man »das perfekteste über- 
haupt vorstellbare magische Quadrat«. So 
schrieb der kanadische Mathematiker 
Eamon McClintock 1897. Solche Mus- 
ter atemberaubender Perfektion gibt es 
tatsächlich. Nennen wir sie »superma- 
gische Quadrate« (im Original most per- 
fect magic squares); in der deutschen Wi- 
kipedia heißen sie »vollkommen perfekte 
magische Quadrate«. Ein Exemplar der 
Ordnung n=4 ist unten abgebildet. 

Im allgemeinen ist die magische Zahl 
eines Quadrates der Ordnung n - die kon- 
stante Zeilen-, Spalten- oder Diagonalen- 
summe — gleich n(n?-1)/2. Dagegen ist 
die stets gleiche Summe über alle 2-2- 
Kästchen eines supermagischen Qua- 
drats gleich 2(n?-1). Beide Angaben gel- 
ten für die Zählung von 0 bis n?-1. Nur 
für n=4 haben beide Summen den glei- 
chen Wert, nämlich 30. 

Es gibt supermagische Quadrate der 
Ordnung z dann und nur dann, wenn n 
ein Vielfaches von 4 ist. Das wußten 
schon die Tüftler des vorigen Jahrhun- 
derts. Aber wie viele gibt es zu einer Ord- 
nung, und wie findet man sie? Dabei sol- 
len wiederum zwei Quadrate als gleich 
gelten, wenn sie durch Drehung, Spiege- 
lung oder — da sie panmagisch sind — zy- 
klische Zeilen- und Spaltenvertauschung 
ineinander übergehen. 

Fragen dieser Art sind generell 
schwierig. So gibt es bis heute trotz in- 
tensiver Suche keine griffige Formel für 
die Anzahl der magischen Quadrate zur 
Ordnung z. Um so überraschender ist 
es, daß für die Untermenge der superma- 
gischen Quadrate eine vollständige Lö- 
sung des Problems gefunden wurde. Die 
britische Mathematikerin Kathleen Olle- 
renshaw und David Bree, Professor für 
künstliche Intelligenz an der Universität 
Manchester, haben ein Verfahren ange- 
geben, sämtliche supermagischen Quad- 
rate zu einer gegebenen Ordnung syste- 
matisch zu konstruieren. Im Prinzip ist 
es mit Papier und Bleistift durchführbar; 
nur mangelnde Geduld könnte einen 
daran hindern, sämtliche 368640 Qua- 
drate der Ordnung 8 niederzuschreiben. 
Man entnimmt dem Verfahren auch eine 
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Formel für die Anzahl der Superma- 
gischen zur Ordnung n. Sie ist beim bes- 
ten Willen nicht elegant zu nennen, aber 
leicht auswertbar, wenn man die Prim- 
faktorzerlegung von n kennt. 

Das Konstruktionsverfahren sei zu- 
nächst an einem Beispiel erläutert. Man 
beginnt wieder mit den Zahlen von 0 bis 
n?—1, zeilenweise in der natürlichen Rei- 
henfolge in das Quadrat eingeschrieben. 
Zwei Zahlen, die symmetrisch zum Mit- 
telpunkt des ganzen Quadrates liegen — 
das heißt, die Verbindungslinie ihrer 
Felder wird durch diesen Mittelpunkt 
genau halbiert —, sind komplementär zu- 
einander, das heißt, sie ergänzen sich zu 
n’—1. 

Somit ergänzen sich die vier Felder, 
die in den Ecken eines zentrierten Recht- 
ecks liegen, zu 2(n?-1). Dabei soll ein 
Rechteck zentriert heißen, wenn seine 
Seiten horizontal und vertikal verlaufen 
und sein Mittelpunkt mit dem Mittel- 
punkt des Gesamtquadrats zusammen- 
fällt. Wenn man diese vier Felder so um- 
sortieren könnte, daß sie alle in ein 2- 2- 
Kästchen geraten, wäre das ein Schritt in 
die richtige Richtung. Zusätzlich soll das 
Quadrat panmagisch werden; deswegen 
ist das Prinzip »packe zwei Paare kom- 
plementärer Zahlen in ein Kästchen« auf 
raffinierte Weise abzuwandeln. 

Man klappe zunächst die rechte 
Hälfte des Quadrates um: Die letzte 
Spalte tauscht ihren Platz mit derjenigen 
unmittelbar rechts von der Mittellinie, 
die vorletzte Spalte mit der zweiten 
rechts von der Mitte und so weiter. Ent- 
sprechend verfährt man mit der unteren 
Hälfte des Quadrates: Die Zeilen seien 
von 0 bis a-1 numeriert; dann tauschen 
die Zeilen n-1 und r/2 die Plätze, eben- 
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Sämtliche normalisierten reversiblen Quad- 
rate zur Ordnung n=4 


so n-2 und n/2+1 und so weiter. Das 


linke obere Viertel des Quadrates hat 
sich gar nicht bewegt, das rechte untere 
Viertel wurde zweimal - in verschiedene 
Richtungen — umgeklappt, die anderen 
je einmal. 

Vier Felder, die sich zuvor an den 
Ecken eines zentrierten Rechtecks be- 
fanden, stehen jetzt an den Ecken eines 
Quadrats der Seitenlänge r/2 (orange- 
farbene Felder im Bild oben). Sie wären 
jetzt nach obigem Prinzip in ein Käst- 
chen zu packen; aber das korrekte Ver- 
fahren verläuft ein bißchen anders. Man 
denke sich das ganze Quadrat in 2-2- 
Kästchen zerlegt. Je vier Kästchen, die 
an den Ecken eines Quadrates der Sei- 
tenlänge »/2 stehen, tauschen ihren In- 
halt untereinander aus: ein Feld gar 
nicht, eines nach oben/unten, eines 
nach rechts/links und eines diagonal. 
Fertig ist das supermagische Quadrat. 

Es stellt sich heraus, daß dieser Pro- 
zeßß nicht nur dann ein supermagisches 
Quadrat ergibt, wenn man die Felder zu 
Beginn mit den Zahlen in der natür- 
lichen Reihenfolge füllt. Es genügt, wenn 
das Ausgangsquadrat eine Eigenschaft 
hat, die Ollerenshaw und Bree »reversi- 
bel« nennen: In jedem Parallelogramm — 
nicht nur in jedem zentrierten Rechteck 
— addieren sich diagonal gegenüberlie- 
gende Felder zum gleichen Wert, der al- 
lerdings nicht gleich n°—1 sein muß. Das 
gilt auch für degenerierte (»zusammenge- 
klappte«) Parallelogramme: Wenn vier 
Felder in gerader Linie liegen und der 
Abstand zwischen den ersten beiden der- 
selbe ist wie zwischen den letzten beiden, 
dann ist die Summe der Außenfelder 
gleich der Summe der Innenfelder. 

Wie findet man reversible Quadrate? 
Kathleen Ollerenshaw empfiehlt, es für 
n=4 selbst zu probieren; ein verregneter 
Sonntagnachmittag sollte ausreichen. 
Weniger geduldige Leute dürfen auf die- 
ser Seite nach links unten schielen. Wie 
bei panmagischen Quadraten kann man 
aus einem reversiblen Quadrat durch 
Drehung, Spiegelung sowie geeignete 
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In dem natürlichen Quadrat der Ordnung 8 
werden zunächst die rechte und die untere 
Hälfte umgeklappt. Im zweiten Schritt tau- 
schen jeweils vier 2-2-Kästchen, die unter- 
einander den Abstand n/2 haben - zum Bei- 
spiel die dick umrandeten -, gewisse ihrer 
Felder untereinander aus: Je zwei auszutau- 
schende Felder tragen die gleiche Farbe. 
Fertig ist das supermagische Quadrat. 


Zeilen- und Spaltenvertauschung viele 
andere machen, die nichts wesentlich 
Neues bringen. Es genügt also, nach nor- 
malisierten reversiblen Quadraten zu su- 
chen. Diese beginnen stets mit 0 und 1 
in den ersten beiden Feldern, und die 
Einträge in jeder Zeile und Spalte sind 
aufsteigend sortiert: Rechts und unter- 
halb jeder Zahl steht stets eine größere. 
Das ist die Idee. Um sie wasserdicht 
zu machen, war noch allerlei Kleinarbeit 
erforderlich. Es gelang Ollerenshaw und 
Bree zu zeigen, daß zu jedem reversiblen 
Quadrat genau ein supermagisches ge- 
hört und umgekehrt, daß wirklich alle 
reversiblen Quadrate aus normalisierten 
hervorgehen und daß ein Verfahren zur 
Konstruktion normalisierter Quadrate 
sie sämtlich findet. Damit gibt es erst- 
mals für eine Klasse magischer Quadrate 
eine Theorie, die keine Fragen offenläßt. 
Mathematik gilt allgemein als eine 
Wissenschaft, in der die Höchstleistun- 
gen in recht jugendlichem Alter erbracht 
werden; entsprechend traut man den 
grauen Häuptern kaum noch originelle 
Ergebnisse zu. Wer sich jedoch beim al- 
ten Eisen nicht richtig eingeordnet fühlt, 
findet jetzt Trost und Ermutigung: Kath- 
leen Ollerenshaw war immerhin 85 Jahre 
alt und hatte 40 Jahre lang nur sehr spo- 
radisch aktive Forschung betrieben, als es 
ihr gelang, gemeinsam mit David Bree 
ihre langgehegte Vermutung zu beweisen. 
»Der Genuß einer Entdeckung ist kein 
Vorrecht der Jugend«, schreibt sie. Und 
niemand anders war prädestinierter, den 
Erfolg der großen alten Dame in der 
Zeitschrift »Nature« zu preisen, als der 
große alte Mann der Unterhaltungsma- 
thematik: Martin Gardner. < 


ost perfect pandiagonal magic squares: 
heir construction and enumeration. Von 
Kathleen Ollerenshaw und David Br&e. The 
nstitute of Mathematics and its Applications, 
Southend-on-Sea 1998 


agic squares cornered. Von Martin Gardner 
in: Nature, Bd. 395, Heft 6699, 17. September 
998, 5. 216 
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MAGISCHE QUADRATE IV: JOHN ATTRIDGE 


Magische Quadrate mit 
besonderen Eigenschaften 


Durch preußische Ordnung gewinnt man einen geregelten Überblick 


über eine spezielle Klasse magischer Quadrate und kann eine überraschend 


große Vielfalt von ihnen konstruieren. Aber das Verfahren schöpft bei 


Weitem nicht alle Möglichkeiten aus. 


Von Christoph Pöppe 


ie schreibt man die Zahlen von 1 

bis »° in die Kästchen eines Qua- 
drats aus n'n Feldern, sodass ihre Sum- 
me über jede Zeile, jede Spalte und jede 
Diagonale denselben Wert ergibt, sprich 
ein magisches Quadrat entsteht? 

Dafür gibt es viele verschiedene Re- 
zepte (siche die vorstehenden Beiträge). 
Sie sind relativ einfach für den Fall, dass 
n, die Kantenlänge oder »Ordnung« des 
Quadrats, ungerade ist. Wenn die Ord- 
nung ein Vielfaches von 4 ist, wird es 
schon deutlich schwieriger, ein ma- 
gisches Quadrat herzustellen, und für die 
Ordnungen 6, 10, 14, ..., die durch 2, 
aber nicht durch 4 teilbar sind, kommen 
noch merkwürdige Zutaten hinzu. 


Pflastert man die Ebene mit lauter Kopien 
eines magischen Quadrats der Ordnung n=7 
(dunklere Tönung), werden aus gebrochenen 
Diagonalen (gelb) durchgehende Linien. 
Ganzzahlige Koordinaten modulo n sind grün 
eingetragen. 
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Die Rezepte sind zum Teil Jahrhun- 
derte alt. Man kennt das magische Drei- 
eck der Ordnung 3, das »Lo-shu«, aus 
antiken chinesischen Quellen. Im Mittel- 
alter fanden arabische Mathematiker eine 
Fülle an Konstruktionen, die jedoch in 
Europa weit gehend in Vergessenheit ge- 
rieten (siehe den Beitrag auf S. 6). So 
konnte ein französischer Adliger namens 
S. de la Loubere Ruhm mit einem Ver- 
fahren ernten, das er als Gesandter König 
Ludwigs XIV. in Siam (heute Thailand) 
kennen gelernt und 1687 mit nach Hau- 
se gebracht hatte. Ein Rezept des Künst- 
lers Paul Heimbach finden Sie auf S. 14. 

Erschöpfend sind diese Vorschriften 
alle nicht. Mit steigender Ordnung 
wächst die Vielfalt der Möglichkeiten 
rasant an, und bislang ist kein Verfahren 
bekannt, mit dem sich zu gegebener 
Ordnung alle überhaupt möglichen ma- 
gischen Quadrate herstellen ließen. 

Eine Variante des Verfahren von de 
la Loub£re für ungerade Ordnung finden 
Sie im Bild links realisiert: Man schreibe 
in irgendein Feld die Eins; von dort 
wandere man ein Feld nach rechts und 
zwei nach oben und schreibe dort die 
Zwei ein; für die Drei gehe man noch- 
mals eins nach rechts und zwei nach 
oben, und so weiter. Wenn einen dieser 


: fortgesetzte Rösselsprung nach rechts aus 


dem Quadrat hinausführen würde, setze 
man seinen Weg am linken Rand fort. 
Man tut also so, als wären der rechte und 
der linke Rand des Quadrats miteinan- 
der verklebt, sodass eine zylindrische Pa- 
pierröhre entsteht. Entsprechend ist ein 
Weg, der nach oben aus dem Quadrat 


= hinausragt, am unteren Rand weiterzu- 


führen. 

Wenn man bei der zylindrischen 
Röhre den oberen und den unteren Rand 
auch noch verklebt — was nicht ohne er- 
hebliche Verkrümmung abgeht -, ergibt 
sich der Schwimmring, den die Mathe- 


matiker als Torus kennen und schätzen. 
Verzerrungsfrei erreicht man denselben 
Effekt, indem man sich die Ebene dicht 
an dicht mit unendlich vielen Exemp- 
laren des Quadrats gepflastert denkt und 
die Verabredung trifft, dass alles, was in 
einem dieser Quadrate geschicht, alle an- 
deren gleichermaßen trifft. Man spaziert 
also bequem und ohne großes Nachden- 
ken in den immer gleichen (1, 2)-Schrit- 
ten über die Ebene; dabei füllt sich jedes 
Einzelquadrat in einem etwas weniger re- 
gelmäßigen Muster. 

Nach genau » Schritten stellt man 
fest, dass das Zielfeld bereits besetzt ist. 
An dieser Stelle macht man einen Aus- 
weichschritt, und zwar um ein Feld nach 
unten. Dort schreibt man die fällige 
Zahl hinein und nimmt dann den Rössel- 
sprungmarsch wieder auf. Alle z Schritte 
ist ein solcher Ausweichschritt fällig. Im 
Übrigen trifft man stets auf unbesetzte 
Felder, bis die Zahl n” das letzte freie 
Feld gefüllt hat. 

Warum ist das so konstruierte Qua- 
drat magisch? Wieso ist es, von den re- 
gelmäßigen Anlässen zum Ausweichen 
abgesehen, so reibungslos auszufüllen? 


Ganzzahlige Koordinaten 
Für solche und ähnliche Fragen ist es 
hilfreich, die unendliche Ebene mit 
einem Koordinatensystem zu versehen 
(kleine grüne Zahlen im Bild links). 
Dessen Ursprung liegt im linken unteren 
Eckfeld unseres Quadrats; das rechte 
Nachbarfeld hat die Koordinaten (1, 0), 
dessen rechter Nachbar ist (2, 0) und so 
weiter, bis zum rechten unteren Eckfeld 
(n-1, 0). Das rechte obere Eckfeld hat 
die Koordinaten (n-1, n-1). Der Regel- 
schritt unseres Verfahrens ist der Vektor 
(1, 2), der Ausweichschritt ist (0, —1). 
Alle Koordinaten sind ganze Zahlen 
— aber nicht ganz die üblichen. Auf »-1 
folgt wieder 0, denn rechts neben dem 
rechten unteren Eckfeld liegt das linke 
untere Eckfeld des Nachbarquadrats, das 
wir mit unserem ursprünglichen Quadrat 
identifizieren. Unsere Koordinaten sind 
also ganze Zahlen modulo z. Das heißt, 
wir rechnen mit ihnen zunächst wie üb- 
lich; aber wenn ein Ergebnis gleich n 
oder größer wird, subtrahieren wir so oft 
n, bis wir wieder im Bereich von 0 bis 
n-1 liegen. Ein vorläufiges Ergebnis un- 
ter 0 holen wir durch Addieren von n 
wieder in den erlaubten Bereich zurück. 
Diese Rechenvorschriften sind koordina- 
tenweise auch auf Vektoren anzuwenden. 
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Unsere n Regelschritte sind dasselbe 
wie die n-fache Summe des Regelschritt- 
vektors, in unserem Beispiel (1, 2), und 
die ist gleich (n, 2n) =(0, 0). Also führen 
n gleiche Schritte — egal welche — einen 
stets zu seinem Ausgangspunkt zurück. 
Dagegen versetzt einen ein Ausweich- 
schritt auf eine parallele Gerade; und da 
Parallelen sich auch in dieser etwas merk- 
würdigen Geometrie nicht schneiden, 
kommt man sich beim Füllen eines ma- 
gischen Quadrats nicht selbst in die 
Quere. 

Kann man mit weniger als » Schrit- 
ten wieder beim Ausgangspunkt landen? 
Das geschieht genau dann, wenn beide 
Komponenten des Schrittvektors einen 
echten Teiler mit rn gemeinsam haben. 
Für n=6 ist man bereits nach drei (statt 
sechs) Schritten mit dem Vektor (2, 4) 
wieder zu Hause, denn 3° (2, 4)=(6, 12) 
=(0, 0) modulo 6. 

Es macht die Sache also kompliziert, 
wenn irgendwelche Teiler hat. Für eine 
Primzahl » haben wir dagegen große 
Freiheit bei der Wahl unseres Schrittvek- 
tors. Wenn nicht gerade eine Kompo- 
nente gleich null ist, trifft eine Folge von 
n Schritten jede Zeile und jede Spalte 
des Quadrats genau einmal. Jede Zeile 
und jede Spalte bekommt also von jeder 
derartigen Schrittfolge genau ein Ele- 
ment ab. Und das ist die entscheidende 
Voraussetzung für die Eigenschaft, ma- 
gisch zu sein. 

Ein Schrittvektor wie (1, 1) oder 
(2, —2), der in Richtung einer Diagona- 
len weist, führt dazu, dass diese Diago- 
nale mit einer Schrittfolge komplett ge- 
füllt wird und daher nicht, wie die Zei- 
len und Spalten, in den Genuss der 
bunten Mischung kommt. Damit das 
Quadrat trotzdem auch in den Diago- 
nalen die richtige Summe aufweist, müs- 
sen Zusatzbedingungen erfüllt sein. Das 
Verfahren von de la Loubere hat den 
Schrittvektor (1, 1) und den Ausweich- 
vektor (0, —1). Damit es trotzdem funk- 
tioniert, muss man die Eins ins Mittel- 
feld der obersten Zeile setzen. 


Wenn der Schrittvektor dagegen 
nicht genau diagonal liegt, hat das zuge- 
hörige magische Quadrat eine zusätz- 
liche Eigenschaft, die man pandiagonal, 
manchmal auch panmagisch, nennt. Aus 
unserer unendlichen Ebene kann man ja 
mit einer quadratischen Plätzchenform 
der richtigen Größe beliebig viele 
Exemplare des magischen Quadrats aus- 
stechen. Bei einem pandiagonalen Qua- 
drat braucht man sich nicht an die ur- 
sprünglichen Grenzen zwischen den 
Quadraten zu halten. Jedes »-n-Qua- 
drat, das man aus dieser Fbene aussticht, 
ist magisch. 


Pandiagonale Quadrate 

Was die Zeilen- und Spaltensummen an- 
geht, ist das nicht erstaunlich. Die Aus- 
stechform eine Spalte zu weit rechts an- 
zusetzen ist dasselbe wie die linke Spalte 
des Quadrats wegzunehmen und rechts 
wieder anzufügen, was an den Zeilen- 
und Spaltensummen offensichtlich 
nichts ändert. Der wesentliche Unter- 
schied ist: In einem pandiagonalen Qua- 
drat haben auch die gebrochenen Diago- 
nalen die magische Summe. Eine gebro- 
chene Diagonale ist eine Diagonale eines 
verschobenen Quadrats oder, was auf 
dasselbe hinausläuft, ein Paar von Paral- 
lelen zu einer Diagonale, das zusammen 
n Felder umfasst. 

An dieser Stelle ist es zweckmäßig, 
unser magisches Quadrat auf eine spezi- 
elle Weise zu zerlegen. Zunächst subtra- 
hieren wir 1 von jedem Eintrag, was an 
den Eigenschaften des Quadrats nichts 
Wesentliches ändert. Nur laufen die Zah- 
len jetzt von O bis n’-1 statt von 1 bis 
n°, und die magische Summe ist entspre- 
chend kleiner. Dann teilen wir jeden Ein- 
trag durch z, wodurch das »Quotienten- 
quadrat« entsteht; den jeweiligen Rest 
bei dieser Division schreiben wir in ein 
neues Quadrat, das »Restequadrat« (Bild 
oben). Und siehe da: Die beiden neu ent- 
standenen Quadrate sind »lateinische 
Quadrate«, das heißt, jede Zeile und jede 
Spalte enthält jede der Zahlen von O bis 
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Von dem pandiagonalen Quadrat aus dem 
Bild links unten subtrahieren wir 1 auf allen 
Feldern (links) und zerlegen es dann in das 
Teilquadrat der Quotienten bei der Division 
durch n=7 (Mitte) und das Teilquadrat der 
Reste bei dieser Division (rechts). Gelb 
unterlegt ist in jedem der beiden Teilqua- 
drate eine Menge von Feldern mit gleichem 
Eintrag. 


n-l genau einmal. Das gilt hier sogar für 
die Diagonalen, was üblicherweise von 
lateinischen Quadraten nicht verlangt 
wird. Nennen wir lateinische Quadrate 
mit dieser Zusatzeigenschaft »verschärft 
lateinische Quadrate«. 

Für lateinische Quadrate kommt es 
nicht darauf an, dass die Einträge über- 
haupt Zahlen sind. Es sind einfach  ver- 
schiedene Zeichen. Es gelten sogar zwei 
lateinische Quadrate als gleich, wenn sie 
durch eine einfache Zeichensubstitution 
ineinander übergehen, wenn also bei- 
spielsweise das eine überall dort ein X 
hat, wo in dem anderen ein U steht, und 
entsprechend für alle » Zeichen. 

Ersetzen wir der Klarheit zuliebe in 
unseren lateinischen Quadraten die Zah- 
len durch Buchstaben, große in dem ei- 
nen Quadrat, kleine im anderen, indem 
wir einfach in die erste Zeile die Buchsta- 
ben der alphabetischen Reihe nach ein- 
setzen (Bild S. 26 oben). Es stellt sich 
heraus: Jede Zeile geht aus der ersten her- 
vor, indem man sie — zum Beispiel — ein 
Stück nach rechts verschiebt und das 
rechts heraushängende Stück links wieder 
einfügt; wir sind gedanklich immer noch 
in der unendlichen Ebene. Eine entspre- 
chende Beziehung gilt unter den Spalten. 

Nennen wir lateinische Quadrate mit 
dieser Eigenschaft preußische lateinische 
Quadrate, denn sie folgen dem Prinzip 
»Ordnung muss sein«, obgleich es gar 
nicht nötig ist. 

Ein Quadrat kann lateinisch sein, 
ohne der preußischen Ordnung zu fol- 
gen. Manchmal ist es auch gar nicht 
möglich, dieses harte Prinzip einzuhalten: 
Es gibt kein verschärft lateinisches preu- 
ßisches Quadrat der Ordnung 4. 

Nach der Analyse soll nun die Syn- 
these den Lohn der Mühe bringen. Wir 
haben ein pandiagonales magisches Qua- 
drat in seine Bestandteile zerlegt, und 
zwar ein Paar aus preußischen verschärft 
lateinischen Quadraten. Ist dieser Pro- 
zess umkehrbar? 

Im Prinzip ja. Man nehme zwei ver- 
schärft lateinische Quadrate und ersetze 
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die Zeichen in ihnen irgendwie durch 
die Zahlen 0 bis n-1. Das erste Quadrat 
bekommt die Rolle des Quotientenqua- 
drats zugewiesen: Man multipliziere alle 
seine Felder mit », addiere Feld für Feld 
das zweite dazu (das damit die Rolle des 
Restequadrats annimmt) und noch eine 
Eins obendrein, und schon hat man ein 
Quadrat, in dem alle Zeilen-, Spalten- 
und Diagonalensummen gleich sind, 
und die Summen über die gebrochenen 
Diagonalen auch, wenn die Ausgangs- 
quadrate preußisch sind. 


Umkehrung der Zerlegung 

Hat man damit ein magisches Quadrat 
erzeugt? Nicht unbedingt. Es ist noch 
nicht gesichert, dass unser Quadrat jede 
Zahl von 1 bis n? genau einmal enthält, 
wie es sich für ein magisches Quadrat ge- 
hört. Wenn man zum Beispiel für das 
Quotienten- und das Restequadrat das- 
selbe lateinische Quadrat verwenden 
würde, kämen im Ergebnis nur » statt »? 
verschiedene Zahlen überhaupt vor. Die 
beiden lateinischen Quadrate müssen 
unabhängig voneinander sein — »ortho- 
gonal« sagen die Mathematiker in maß- 
los kühner Übertragung eines unschul- 


Für n=7 sind die Vielfachen des Verbin- 
dungsvektors v=(2, -1) der Reihe nach 
(berechnet in der Arithmetik modulo 7): 
(4, -2) = (-3, -2); (-1, -3); (1, -4) = (1,3); 
(3,2); und (5,1) = (-2,1). 
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digen Begriffs - in dem Sinn, dass jede 
Kombination von Groß- und Klein- 
buchstaben nur auf genau einem Feld 
vorkommt (Bild oben, rechts). 

Paare orthogonaler lateinischer Qua- 
drate sind unter dem Namen griechisch- 
lateinische Quadrate oder Euler’sche 
Quadrate ein bekanntes und beliebtes 
Forschungsobjckt (siehe auch »Euler’sche 
Quadrate« unter der Rubrik »Zum Kno- 
beln« in der linken Randleiste unserer 
Website www.spektrum.de). Es wieder- 
holt sich das allgemeine Bild von den 
magischen Quadraten: Für ungerade 
Ordnung z ist es einfach, wenn n ein 
Vielfaches von 4 ist, wird es schwieriger, 
und für die restlichen Fälle wird es 
schwierig bis unmöglich. So gibt es kein 
Euler’sches Quadrat der Ordnung 6, und 
auf die Ordnungen 10 und 14 hat die 
Welt nach Leonhard Euler (1707-1783), 
der den nach ihm benannten Quadraten 
viel Aufmerksamkeit widmete, noch 
mehr als 150 Jahre warten müssen. 

Damit ist unser Konstruktionsrezept 
vollständig: Man nehme ein Paar ortho- 
gonaler verschärft lateinischer Quadrate 
und erzeuge daraus auf die angegebene 
Weise sehr viele magische Quadrate, 
denn man hat noch die Freiheit, die Zei- 
chen in den lateinischen Quadraten völ- 
lig nach Belieben durch die Zahlen 
von 0 bis n-1 zu ersetzen. Das macht 
immerhin (n!)” verschiedene magische 
Quadrate zu einem einzigen Paar von 
Ausgangsquadraten. Zwei aus demselben 
Paar hervorgegangene magische Quad- 
rate sind mit bloßem Auge praktisch 
nicht als »Geschwister« zu erkennen. 
Darüber hinaus macht es einen Unter- 
schied, welches der beiden lateinischen 
Quadrate man zum Quotienten- und 
welches zum Restequadrat macht. 

Sind die Ausgangsquadrate preu- 
ßisch, dann ist das Ergebnis pandiagonal. 

Aber wie viele preußische Quadrate 
gibt es überhaupt zu einer bestimmten 
Ordnung n? John Attridge aus Schwä- 
bisch Gmünd hat eine sehr anschauliche 


Wenn man die Zahlen aus den lateinischen 
Quadraten des letzten Bilds - irgendwie, 
aber konsistent - durch Buchstaben ersetzt 
und die beiden Quadrate zu einem kombi- 
niert, ergibt sich ein griechisch-lateinisches 
oder auch Euler-Quadrat. 


Klassifikationsmethode gefunden. Sie 
funktioniert immer dann, wenn die 
Ordnung z des Quadrats eine Primzahl 
ist. Man färbe alle Felder, die dasselbe 
Zeichen wie — zum Beispiel — das Zen- 
tralfeld tragen, ein und stellt fest, dass 
sich ein einfaches Muster ergibt. Es gibt 
einen Vektor, der von einem Feld auf ein 
gleichnamiges weist, von diesem auf ein 
weiteres gleichnamiges und so weiter, bis 
nach » Schritten alle Felder mit diesem 
Eintrag abgegrast sind. Im Bild links un- 
ten gibt es sogar mehrere solche Verbin- 
dungsvektoren, zum Beispiel (2, -1) und 
(3, 2); aber in der merkwürdigen Arith- 
metik modulo » sind das alles Vielfache 
voneinander. Es stellt sich heraus, dass 
ein preußisches Quadrat durch die An- 
gabe dieses Vektors erschöpfend be- 
schrieben wird; denn ein Vektor, der alle 
Felder namens »0« verbindet, tut das 
auch für alle Felder, die sämtlich ir- 
gendein anderes Zeichen tragen. 

Welche Verbindungsvektoren erge- 
ben sich aus dem eingangs geschilderten 
Verfahren mit Schritt- und Ausweich- 
vektor? Da wir vor dem Zerlegen 1 sub- 
trahiert haben, müssen wir mit O0 statt 
mit 1 anfangen, das Quadrat zu füllen. 
In dieser Variante des Verfahrens ergeben 
alle » Zahlen, die nacheinander um ei- 
nen Schrittvektor versetzt in das Qua- 
drat eingetragen werden, ohne dass ein 
Ausweichschritt dazwischen kommt, bei 
der Division durch » dasselbe, hinter- 
lassen also denselben Eintrag im Quo- 
tientenquadrat. 

Also ist der Verbindungsvektor des 
Quotientenquadrats gleich dem Schritt- 
vektor. Um dagegen von einer Zahl zu 
der um n größeren zu kommen, die wie- 
der denselben Rest bei der Division 
durch » lässt, muss man n—1 gewöhn- 
liche Schritte und einen Ausweichschritt 
machen. Da n-1 (modulo ») dasselbe 
ist wie —1, ist der Verbindungsvektor für 
das Restequadrat gleich dem Ausweich- 
vektor minus dem Schrittvektor. Ein 
Verbindungsvektor, wohlgemerkt; denn 
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alle Vielfachen eines Verbindungsvektors 
sind diesem gleichberechtigt. 

Diese beiden Beziehungen kann man 
umrechnen und damit das eingangs ge- 
nannte Rezept für die Konstruktion pan- 
diagonaler magischer Quadrate komplet- 
tieren: Man wähle zwei zulässige und 
voneinander unabhängige Verbindungs- 
vektoren für Quotienten- und Restequa- 
drat. Der Schrittvektor für das Verfahren 
ist dann gleich dem Verbindungsvektor 
für das Quotientenquadrat und der Aus- 
weichvektor gleich der Summe der bei- 
den Vektoren. Da man bei jedem der 
beiden Verbindungsvektoren die Aus- 
wahl aus n-1 gleichberechtigten Reprä- 
sentanten hat, ergeben sich (n-1)? Kon- 
struktionsvarianten, die allerdings von 
der Vielfalt der (»!)® möglichen ma- 
gischen Quadrate zu diesem Euler’schen 
Paar nur einen kleinen Teil ausschöpfen. 


Konstruktionsrezept, komplett 
Nun stellt sich die Frage, wie viele ver- 
schiedene Verbindungsvektoren — und 
damit preußische Quadrate — es über- 
haupt geben kann. Nehmen wir zum 
Ausgangspunkt des Verbindungsvektors 
das Zentralfeld unseres Quadrats. Dann 
bleiben noch n?-1=(n+1)(n-1) denk- 
bare Zielfelder übrig. Aber horizontal 
oder vertikal darf der Vektor nicht sein, 
sonst enthält das Quadrat lauter gleiche 
Einträge entlang einer Zeile oder Spalte 
und ist daher nicht lateinisch, und genau 
diagonal auch nicht, sonst ist das Qua- 
drat nicht verschärft lateinisch, weil die 
Einträge entlang einer Diagonalen alle 
gleich sind. Das schließt 4(n-1) Ziel- 
felder aus, sodass noch (2 -3)(n -1) Fel- 
der übrig bleiben. 


Für das Quadrat der Ordnung 7 gibt es vier 
mögliche Verbindungsvektoren samt ihren 
Vielfachen (hier durch verschiedene Farben 
gekennzeichnet). 


GEEDEHE| BBEDHAr GODDEGE 


Aber ein Verbindungsvektor und sei- 
ne Vielfachen sind bereits a-1 Stück 
(das n-Fache eines Verbindungsvektors 
ist wie oben stets null, und dann fängt 
die Reihe der Vielfachen von vorne an). 
Also gibt es genau n-3 verschiedene 
Klassen von Verbindungsvektoren. 

Für n=3 ergibt das null: Das — im 
Wesentlichen — einzige magische Quadrat 
der Ordnung 3 ist nicht pandiagonal. Für 
n=5 gibt es gerade mal die zwei ortho- 
gonalen verschärft lateinischen Quadrate, 
die man für die Konstruktion benötigt. 
Sie sind Spiegelbilder voneinander bezüg- 
lich der horizontalen oder der vertikalen 
Mittellinie. Wenn man sie also bei der 
Konstruktion ihre Rollen tauschen lässt — 
Quotientenquadrat wird Restequadrat 
und umgekehrt -, läuft das im Ergebnis 
auf eine simple Spiegelung hinaus. 

Die Puristen nennen zwei magische 
Quadrate schon dann gleich, wenn sie 
durch eine Spiegelung, eine Rotation um 
90 oder 180 Grad oder eine Kombina- 
tion dieser Bewegungen auseinander her- 
vorgehen. So gesehen, bringt der Rollen- 
tausch der beiden lateinischen Quadrate 
bei n=5 nichts ein — so viel ist leicht 
zu sehen. Dagegen ist es wahrscheinlich 
nicht einfach, ein Kriterium dafür zu fin- 
den, dass zwei nach dem geschilderten 
Rezept erzeugte magische Quadrate sich 
durch eine Vierteldrehung zur Deckung 
bringen lassen. 

Für 2 =7 gibt es vier wesentlich ver- 
schiedene Verbindungsvektoren (Bild 
links). Zwei von ihnen sind repräsentiert 
durch einen Rösselsprung, die beiden an- 
deren durch einen verlängerten Rössel- 
sprung: ein Feld in die eine Richtung, 
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Diese beiden Quadrate von A.L. Candy (oben) 
und Abe Gakuho (unten) ergeben bei ihrer Zer- 
legung keine Paare lateinischer Quadrate. 


drei statt zwei in die andere. Die beiden 
kurzen sind wieder Spiegelbilder vonein- 
ander, die beiden langen auch. Ein Rol- 
lentausch bringt also nichts bei der Kom- 
bination kurz/ kurz oder lang/ lang, wohl 
aber bei der Kombination kurz /lang. Für 
die höheren (primzahligen) Ordnungen 
wird das Auszählen dann noch etwas 
schwieriger. 

John Attridge ist nach diesem Aus- 
zählprizip für n=11 auf die stolze Zahl 
von 11153456455680000 verschiede- 
nen pandiagonalen magischen Quadra- 
ten gekommen. Und das ist mit Sicher- 
heit noch nicht alles. Es gibt nämlich 
bereits für die Ordnung 7 pandiagonale 
magische Quadrate, die bei der Zerle- 
gung nicht ein Paar lateinischer Qua- 
drate ergeben. 

Jenseits des Reichs der preußischen 
Ordnung gibt es also noch den unüber- 
sichtlicheren, dafür aber umso interes- 
santeren Dschungel der (pandiagonal- 
magischen) Anarchie. 


Magic squares. Kapitel 7 in: Mathematical 
Recreations. Von Maurice Kraitchik. George 
Allen & Unwin, London 1943 


Magic squares. Kapitel 7 in: Mathematical 
recreations and essays. Von W.W. Rouse Ball. 
11. Auflage, Macmillan & Co., London 1939 


Weblinks zu diesem Thema finden Sie unter 
www.spektrum.de/artikel/856862. 
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ZERLEGUNGEN I: QUADRATE 


Die Quadratur 
des Quadrates 


Wie pflastert man ein Quadrat überlappungsfrei und lückenlos mit lauter 


verschiedenen kleineren Quadraten? Man übt sich in Elektrotechnik. 


Von Ian Stewart 


D; Quadratur des Kreises ist eine 
alte Geschichte: Man finde ein 
Quadrat, das einem gegebenen Kreis flä- 
chengleich ist. Bereits die Griechen der 
Antike hatten vergebens versucht, diese 
Aufgabe mit Zirkel und Lineal zu lösen. 
Die Unlösbarkeit des Problems wurde 
sprichwörtlich; sie hängt auf sehr tieflie- 
gende Weise mit den Eigenschaften der 
Zahl n zusammen. 

Verglichen mit diesem ehrwürdigen, 
fundamentalen Problem ist die Quadra- 
tur des Quadrats, wörtlich genommen, 
ein Witz. Ein Quadrat finden, das einem 
gegebenen Quadrat flächengleich ist? 
Man nehme das Quadrat selbst. Ge- 
meint ist etwas anderes: ein Quadrat lü- 
ckenlos und überdeckungsfrei mit meh- 
reren Quadraten auszulegen. Das ist im- 
mer noch leicht: Jedes Schachbrett ist 
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eine Pflasterung eines großen Quadrates 
mit 8-8 kleinen; ein geeignetes Stück 
Küchenwand, mit quadratischen Fliesen 
gekachelt, ist ein weiteres Beispiel. Inter- 
essant wird es erst durch die folgende 
Zusatzbedingung: Alle Kacheln müssen 
unterschiedliche Größe haben. 

Dann allerdings ist das Problem wie- 
der ziemlich schwer. Erst in diesem Jahr- 
hundert wurden Lösungen gefunden, 
und zwar über eine etwas einfachere Vor- 
stufe: Man versuchte nicht gleich ein 
Quadrat mit Quadraten zu pflastern, 
sondern zunächst ein Rechteck mit frei 
wählbaren Seitenlängen. Die nahelie- 
gende Idee, die Quadrate der Fibonacci- 
Pflasterung zu nehmen, die sich ja in je- 
dem Schritt zu Rechtecken fügen (Spek- 
trum der Wissenschaft 11/1997, S. 10), 
scheitert daran, daß diese Konstruktion 
von Beginn an zwei gleiche Quadrate der 
Seitenlänge 1 enthält. 


Für ein Rechteck der Größe 
112-75 gibt es zwei Quadraturen 
mit demselben Sortiment paar- 
weise verschiedener Quadrate 
(links). Die eine geht aus der an- 
deren ausschließlich durch hori- 
zontale Verschiebungen gewis- 
ser Kacheln hervor. Gäbe es zu 
ein und demselben Rechteck 
zwei Quadraturen mit Sorti- 
menten, die kein Einzelteil ge- 
meinsam hätten, könnte man sie 
zur Quadratur eines größeren 
Quadrats ergänzen (unten). 


Der deutsche Geometer Max Dehn 
(1878-1952) bewies 1903, daß die Sei- 
ten eines Rechtecks, das mit Quadraten 
ausgelegt ist, mit sämtlichen Quadratsei- 
ten kommensurabel sein müssen: Alle 
Seitenlängen sind ganzzahlige Vielfache 
einer einzigen Zahl. Nach geeigneter 
Wahl der Längeneinheit sind also alle Sei- 
tenlängen ganze Zahlen. Inzwischen gibt 
es für diesen Satz mindestens ein Dut- 
zend — ziemlich verwickelte — Beweise. 

Anscheinend war es der polnische 
Mathematiker Zbigniew Morön (1904- 
1971), der 1925 die erste Quadratur 
eines Rechtecks entdeckte. Neun quadra- 
tische Kacheln mit den Seitenlängen 1, 4, 
7, 8, 9, 10, 14, 15 und 18 ergaben ein 
Rechteck der Größe 33-32. Vielleicht 
wollen Sie die Lösung mit selbstgemach- 
ten Pappquadraten suchen. Sie steht zum 
Beispiel in dem unten angegebenen Buch 
von Croft, Falconer und Guy. Morön 
fand auch eine Quadratur für das Recht- 
eck der Größe 65.47 (Bild rechts oben, 
links). 

Roland P. Sprague, Studienrat und 
später Mathematik-Didaktiker in Berlin, 
entdeckte 1939 die erste Quadratur eines 
Quadrats. Seine Lösung verwendet 55 
Kacheln, hat allerdings einen Schön- 
heitsfehler: Sie enthält ein quadriertes 
Rechteck, ist also in einem gewissen 
Sinne aus nicht-elementaren Bausteinen 
zusammengesetzt. Eine Pflasterung ohne 
derartige Unterstrukturen nennt man 
einfach — eine Bezeichnung, die sich als 
paradox herausstellt, denn einfache Qua- 
draturen sind viel schwieriger zu finden 
als die anderen. 

Um 1940 entdeckten R.L. Brooks, 
C.A.B. Smith, A.H. Stone und W.T. 
Tutte, vier Studenten vom Trinity Col- 
lege in Dublin, die erste einfache Qua- 
dratur eines Quadrats — auf einem in- 
teressanten Umweg. Anstelle einer (noch 
unbekannten) Pflasterung eines Recht- 
ecks durch Quadrate betrachteten sie ei- 
nen dazugehörigen Graphen, das soge- 
nannte Smith-Diagramm. Jede waage- 
rechte Linie der Pflasterung entspricht 
einem Knoten dieses Netzes, jede Kachel 
einer Kante. Diese verbindet die beiden 
Knoten, die zu den waagerechten Linien 
gehören, welche die Ober- und die Un- 
terkante der Kachel enthalten. Jede Kan- 
te wird mit der Seitenlänge ihrer Kachel 
beschriftet (Bild rechts oben, links). 

Wenn man sich nun vorstellt, daß 
die Kanten des Smith-Diagramms Dräh- 
te mit Widerstand 1 sind, und die Zah- 
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len an den Kanten als elektrische Ströme 


durch die Drähte interpretiert (etwa in 
Ampere gemessen), dann bildet das gan- 
ze Diagramm bemerkenswerterweise ein 
Netzwerk elektrischer Ströme, in dem 
die Kirchhoffschen Gesetze gelten (Spek- 
trum der Wissenschaft 8/2006, S. 107). 
Wenn man Strömen, die in entgegenge- 
setzten Richtungen fließen, unterschied- 
liche Vorzeichen gibt, lassen sich diese 
Gesetze elegant wie folgt formulieren: 

> Die Summe der Ströme, die in jeden 
Knoten fließen, ist null, außer in den 
Knoten, in denen der Strom in das Netz- 
werk eintritt oder es verläßt. Anders aus- 
gedrückt: In jeden Knoten fließt soviel 
Strom hinein, wie aus ihm herausfließt; 
sonst müßte sich elektrische Ladung im 
Knoten anhäufen. 

» Die Summe der Ströme in jeder ge- 
schlossenen Drahtschleife ist null. 

Daß diese Gesetze in unserem Falle 
zutreffen, folgt leicht aus der Geometrie 
der Parkettierung. Man betrachte bei- 
spielsweise die Schleife, die aus den zu- 
äußerst gelegenen Kanten des Smith- 
Diagramms besteht. Das zweite Gesetz 
fordert für diese Schleife, daß die Sum- 
me der Seitenlängen der Teilquadrate, 
die der linken vertikalen Seite des Recht- 
ecks anliegen, gleich der entsprechenden 
Summe an der rechten Rechtecksseite 
sein soll; das ist offensichtlich der Fall. 

Mit Hilfe von Prinzipien aus der 
elektrischen Schaltkreistheorie entwickel- 
ten die vier Dubliner Mathematiker 
dann systematische Methoden zur Kon- 
struktion und Analyse von Rechtecks- 
quadraturen mit dem Ziel, schließlich 
doch eine einfache Quadratur eines 
Quadrates zu finden. 

Der erste Erfolg kam durch unerwar- 
tete Hilfe. Brooks hatte für ein Rechteck 
der Größe 112.75 eine dreizehnteilige 


Aus der Quadratur eines Rechtecks (links) 
ist ein Stück eines elektrischen Strom- 
kreises konstruierbar. Jede horizontale Li- 
nie entspricht einem Knotenpunkt des Lei- 
tungsnetzes, jedes Quadrat einer Leitung 
von seiner Ober- zu seiner Unterseite. Jedes 
Stück Draht hat unabhängig von seiner Län- 
ge den gleichen Widerstand. Der Strom 
fließt vom obersten zum untersten Knoten; 
der Stromfluß durch jede Leitung ist propor- 
tional der Seitenlänge des zugehörigen 
Quadrats. Rechts die eindeutig bestimmte 
Quadratur eines Quadrates mit der minima- 
len Anzahl an Kacheln 


Quadratur gefunden und daraus ein Le- 
gepuzzle gebastelt. Auch seiner Mutter 
gelang die Lösung — aber eine andere 
(Bild links unten, links). Eine solche 
Doppellösung war den Mathematikern 
noch nicht untergekommen. Aber sie 
hatten einige Zeit gehofft, zwei Quadra- 
turen ein und desselben Rechtecks zu 
finden, die kein Quadrat gemeinsam ha- 
ben. Solche könnte man nämlich mit 
zwei zusätzlichen Quadraten leicht zur 
Quadratur eines Quadrats zusammenfü- 
gen (Bild links unten, rechts) — keine 
einfache, aber immerhin ein Anfang. 


Bouwkamps Katalog 

der Zerlegungen 

Mit Brooks’ Rechteck ging das nicht, 
denn die zwei Quadraturen bestehen ja 
aus den gleichen Quadraten. Aber bei 
näherer Betrachtung der Smith-Dia- 
gramme bemerkten die Mathematiker, 
daß in einem von ihnen (oben im Bild 
links unten) zwei horizontale Linien auf 
derselben Höhe liegen. Für das zugehö- 
rige Leitungsnetz bedeutet das, daß die 
entsprechenden Knoten keine Span- 
nungsdifferenz haben. Durch eine Lei- 
tung, die man zwischen beide legt, wür- 
de also kein Strom fließen; alle anderen 
Stromflüsse würden sich auch nicht ver- 
ändern. Man kann also die beiden Kno- 
ten zu einem vereinigen und erhält wie- 
der ein gültiges Smith-Diagramm. Die 
zugehörige Quadratur ist in diesem Falle 
die untere im Bild. 

Aus dieser Idee entwickelten Brooks 
und seine Kollegen weitere Möglich- 
keiten, Smith-Diagramme zu verändern. 
Schließlich fanden sie auf diesem Wege 
ein einfaches quadriertes Quadrat mit 69 
Kacheln. Nach weiteren Anstrengungen 
gelang es Brooks, die Anzahl der Teilqua- 
drate auf 39 zu reduzieren. 
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Im Jahre 1948 fand T.H. Willcocks 
von der Bank of England in Bristol eine 
— allerdings nicht einfache — Quadratur 
eines Quadrats mit nur 24 Kacheln. Der- 
weil katalogisierten C.J. Bouwkamp von 
der Technischen Universität Eindhoven 
(Niederlande), sein damaliger Doktorand 
A.J.W. Duijvestijn und ihre Kollegen alle 
Quadraturen von Rechtecken mit bis zu 
15 Kacheln und fanden insgesamt 3663. 
Im Jahre 1962 bewies Duijvestijn, daß 
jede einfache Quadratur eines Quadrates 
wenigstens 21 Kacheln haben muß; 16 
Jahre später fand er ein solches Quadrat 
(Bild oben, rechts) und bewies, daß es 
das einzige ist. Im Jahre 1992 veröffent- 
lichten Bouwkamp und Duijvestijn das 
vollständige Sortiment der 207 einfachen 
Quadrate-Quadraturen mit 21 bis 25 
Kacheln. 

Damit ist die Quadratur des Quad- 
rates im wesentlichen erledigt; aber es 
gibt unzählige Varianten. Wie steht es 
mit der Quadratur von Dominos, also 
Rechtecken mit einem Seitenverhältnis 
von 2 zu 1? Die triviale Lösung besteht 
darin, an ein bereits gepflastertes Qua- 
drat ein einzelnes Quadrat der gleichen 
Größe anzufügen. P.J. Federico, Ange- 
stellter des amerikanischen Patentamts, 
Dozent für Rechtswissenschaften an der 
George-Washington-Universität in der 
amerikanischen Bundeshauptstadt, Mit- 
glied des Obersten Gerichtshofs der USA 
und Amateurmathematiker, hat 1963 
nichttriviale Lösungen angegeben. 

Eine weitere Verallgemeinerung be- 
steht darin, nicht nur Rechtecke der 
Ebene mit Quadraten zu pflastern, son- 
dern andere topologische Strukturen. 
Das hat David Gale vom Mathema- 
tischen Institut der Universität von Kali- 
fornien in Berkeley in der Kolumne 
»Mathematical Entertainments« der Zeit- 
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Der Torus (oben) und das Möbiusband 
(rechts) sind Rechtecke, bei denen gegen- 
überliegende Seitenpaare miteinander iden- 
tifiziert sind: Man stelle sich Seiten mit 
gleichartigen Pfeilen so zusammengeklebt 
vor, daß die Pfeile in die gleiche Richtung 
zeigen. Dann fügen sich alle einheitlich ge- 
färbten Flächen zu Quadraten - auch die 
grünen. 


schrift »Ihe Mathematical Intelligencer« 
diskutiert. Man kann beispielsweise ge- 
genüberliegende Kanten eines Rechtecks 
miteinander identifizieren, also zusam- 
menkleben — jedenfalls in der Vorstel- 
lung. Das ergibt einen Zylinder. Ver- 
dreht man die eine Kante vor dem Zu- 
sammenkleben um 180 Grad, entsteht 
ein Möbiusband. Verklebt man beide 
Paare gegenüberliegender Kanten — ohne 
Verdrehung -, ergibt sich ein Torus, eine 
Ringfläche mit einem Loch in der Mitte. 
Verklebt man beide Paare gegenüberlie- 
gender Kanten, eines davon verdreht, so 
entsteht eine Kleinsche Flasche, jene be- 
rühmte einseitige geschlossene Fläche, 
die sich im dreidimensionalen Raum 
nicht ohne Selbstdurchdringung darstel- 
len läßt. Verdreht man schließlich beide 
Kantenpaare vor dem Verkleben, ist das 
Ergebnis eine projektive Ebene — auch 
eine einseitige Fläche, die im dreidimen- 
sionalen Raum nicht darstellbar ist. 

Man kann sich die ganze Verkleberei 
zwar nicht vorstellen, ohne daß man das 
Rechteck in Gedanken deformiert wie 
ein Gummituch. Trotzdem ist die Metrik 
auf den merkwürdigen Flächen dieselbe 
wie in der Ebene. Es ist, als ob ein Milli- 
meterpapier-Raster auf das Rechteck ge- 
zeichnet wäre und beim Deformieren 
mitgedehnt würde; alle Entfernungen 
würden mit dem verzerrten Raster ge- 
messen. In diesem Sinne ist es zu verste- 
hen, wenn etwa von einem Quadrat auf 
einem Torus die Rede ist. 
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Deswegen ist jede Parkettierung des 
Rechtecks auch eine Parkettierung der 
neu entstehenden Flächen. Aber es 
könnte mehr geben, denn die Kacheln 
dürfen die Klebekanten überschneiden. 
Beispielsweise zeigt das Bild oben ein 
Möbiusband, das mit nur zwei Quadra- 
ten der Seitenlängen 1 und 2 überdeckt 
ist. Die Pfeile deuten an, welche Kanten 
wie zu verkleben sind. In dem Bild 
scheint ein Quadrat in zwei Rechtecke 
zerschnitten zu sein, aber die Teile fügen 
sich beim Verkleben zusammen. 


Wie pflastert man einen Torus? 
Diese Parkettierung des Möbiusbandes 
hat allerdings eine unschöne Eigenschaft: 
Das kleine Quadrat grenzt mit einer 
ganzen Kante an sich selbst, denn Ober- 
kante und Unterkante geraten beim Ver- 
kleben aneinander. Es ist also selbst ein 
Möbiusband. Im Jahre 1993 fand Scott 
T. Chapman von der Trinity University 
in San Antonio (Texas) eine Parkettie- 
rung des Möbiusbandes mit fünf Ka- 
cheln und ohne diese unangenehme Ei- 
genschaft (Bild oben). Mit weniger Ka- 
cheln geht es nicht. 

Auch einen Zylinder kann man qua- 
drieren, braucht dazu allerdings mindes- 
tens neun Quadrate — wie für Rechtecke. 
Eine triviale Quadratur besteht einfach 
darin, zwei Kanten eines Morönschen 
Rechtecks zu verkleben. Aber es gibt 
auch zwei nichttriviale Lösungen mit 
neun Quadraten. Sie haben die gleichen 


Größen wie die Moröns, sind aber an- 
ders angeordnet. 

Beim Zylinder und beim Möbius- 
band müssen — wie beim Rechteck — die 
Kanten der Kacheln parallel zu den Rän- 
dern dieser Flächen verlaufen. Der To- 
rus, die Kleinsche Flasche und die pro- 
jektive Ebene aber haben keinen Rand; 
also dürfen die Quadrate im Prinzip in 
einem beliebigen Winkel zu den ehema- 
ligen Rechteckkanten liegen. In der Tat 
läßt sich ein Torus auf diese Weise mit 
nur zwei Quadraten überdecken, wenn 
auch eines davon an sich selbst grenzt 
(Bild links). Diese Anordnung liefert ne- 
benbei einen Beweis des Satzes von Py- 
thagoras. Sehen Sie, warum? 

Über Parkettierungen der Kleinschen 
Flasche weiß man nicht viel. Jede Parket- 
tierung eines Möbiusbandes kann man 
entlang des Randes mit sich selbst ver- 
kleben (es gibt nur einen Rand) und er- 
hält so eine Parkettierung der Kleinschen 
Flasche. Andere Parkettierungen mit bis 
zu sechs Kacheln gibt es nicht. Ob das 
auch für sieben und acht Kacheln so ist, 
weiß niemand, aber es gibt eine Par- 
kettierung der Kleinschen Flasche mit 
neun Kacheln, die sich nicht aus einer 


des Möbiusbandes herleiten läßt. < 


Beispiel einer Zerlegung des Quadrats in lau- 
ter verschiedene Quadrate. Von Roland Spra- 
gue in: Mathematische Zeitschrift, Bd. 45, S. 
607, 1939 


Tiling of Surfaces by Unequal Squares. Von 
David Gale in: The Mathematical Intelligen- 
cer, Bd. 15, Heft 1, Winter 1993, 5. 48 


Unsolved Problems in Geometry. Von Hallard 
T. Croft, Kenneth J. Falconer und Richard K. 
Guy. Springer, New York 1991 


Squaring the Square. Von W. T. Tutte. Kapitel 
7 in: More Mathematical Puzzles and Diver- 
sions. Von Martin Gardner. Penguin Books, 
1977 


Note on some low-order perfect squared 
squares. Von P.]. Federico in: Canadian Jour- 
nal of Mathematics, Bd. 15, 5. 350, 1963 


The dissection of rectangles into squares. 
Von R.L. Brooks, C.A.B. Smith, A.H. Stone 
und W.T. Tutte in: Duke Mathematical Jour- 
nal, Bd. 7, 5. 312, 1940 


Umfangreiche Materialsammlung zum The- 
ma: http://www.squaring.net/ 


Perfect Square Dissection. Zusammenfas- 
sung mit vielen weiteren Links von Eric W. 
Weisstein. http://mathworld.wolfram.com/ 
PerfectSquareDissection.html 
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ALLE GRAFIKEN DIESES 


ZERLEGUNGEN II: VERWANDLUNG 


Tangram 


für Fortgeschrittene 


Wie stellt man es an, eine ebene Figur so aufzuteilen, daß man 


aus den Einzelteilen eine völlig andere Figur zusammensetzen kann? 


Es gibt einige überraschend elegante Lösungen. 


Von Ian Stewart 


ie beiden Rätselerfinder Sam Loyd 

(1841-1911) und Henry Ernst 
Dudeney (1857-1931) — der eine Ameri- 
kaner, der andere Engländer — arbeiteten 
in ihren frühen Jahren gemeinsam an 
einer regelmäßigen Rätsel-Kolumne für 
die Zeitschrift »Titbits«. Loyd schrieb 
die Rätsel, Dudeney kommentierte sie 
unter dem Pseudonym »Sphinx« und 
vergab die Preise. Aber die Zusammen- 
arbeit schlug bald in Rivalität um, und 
die beiden Männer gingen fortan ver- 
schiedene Wege. Beiderseits des Atlan- 
tiks entwickelten sie in der Folgezeit die 
Kunst, vertrackte mathematische Fra- 
gen in einfache Geschichten zu verpa- 
cken, zu hoher Blüte. 

Ein typisches Beispiel dafür ist Sam 
Loyds Sänftenpuzzle. Das mathematische 
Problem besteht darin, eine vorgegebene 
Form in möglichst wenige Teile zu zerle- 
gen und diese zu einem Quadrat neu zu- 
sammenzusetzen. Loyd kleidete diese Auf- 
gabe in eine Geschichte, in der sich die 
Sänfte einer jungen Dame überraschend 
zusammenfalten läßt und dadurch Regen- 
schutz bietet (Bild oben). Zerlegungsauf- 
gaben dieser Art sind das Ihema eines 
wunderbar unterhaltsamen Buches, das 
Greg N. Frederickson, Professor für Infor- 
matik an der Purdue-Universität in West 
Lafayette (Indiana), geschrieben hat. 

Wenn man ein Gebilde zerschneidet 
und die Teile zu einer neuen Form zu- 


sammensetzt, ändert sich der Flächenin- 
halt nicht. Und wenn die Gebilde von 
endlich vielen geraden Linien begrenzt 
sind, gilt auch das Umgekehrte. Im Jahre 
1833 beantwortete P Gerwien, Leutnant 
im 22. preußischen Infanterieregiment, 
eine Grundfrage über Zerlegungen, die 
der ungarische Mathematiker Farkas 
(Wolfgang) Bölyai (1775-1856) gestellt 
hatte: Wenn zwei ebene Vielecke glei- 
chen Flächeninhaltes gegeben sind, gibt 
es stets ein endliches Sortiment von 
kleineren Vielecken, die sich zu jeder der 
beiden Formen zusammensetzen lassen. 
Dieses Ergebnis heißt Satz von Bölyai 
und Gerwien (obwohl anscheinend ein 
gewisser William Wallace es schon 1807 
bewiesen hat). 

In drei Dimensionen gilt der Satz 
nicht. Der große deutsche Mathematiker 
David Hilbert (1862-1943) stellte 1900 
die Frage, ob zwei Polyeder gleichen Vo- 
lumens stets zerlegungsgleich sind, sich 
also aus der gleichen Menge polyeder- 
förmiger Teile zusammensetzen lassen. 
Ein Jahr später bewies dann der deutsch- 
amerikanische Topologe Max Dehn 
(1878-1952) zur allgemeinen Überra- 
schung, daß ein reguläres Tetraeder und 
ein Würfel gleichen Volumens nicht zer- 
legungsgleich sind. Außerdem gibt es in 
drei Dimensionen das berüchtigte Ba- 
nach-Iarski-Paradox; aber das ist eine 
andere Geschichte. 

Richtig Spaß macht es, schöne Bei- 


spiele für zerlegungsgleiche Formen zu 


Das Sänften-Zerlegungsrätsel von Sam Loyd 
und seine Lösung 


finden. Das gelingt durchaus auch mit 
phantasievollem Probieren, allerdings 
nur, wenn man über ein lebhaftes räum- 
liches Vorstellungsvermögen verfügt. 
Fredericksons Buch erklärt viele der all- 
gemeinen Prinzipien, nach denen man 
Zerlegungen finden kann. 

Eins dieser Prinzipien besteht darin, 
eine Form treppenförmig auseinanderzu- 
schneiden. Die Teile können dann um 
eine Stufe gegeneinander verschoben 
und zu einer neuen Form zusammenge- 
fügt werden (Bild unten). David Colli- 
son (1936-1991), ein gebürtiger Eng- 
länder, der dann als Programmierer und 
Unternehmensberater in den USA arbei- 
tete, hat mit Hilfe dieses Prinzips rafhı- 
nierte Zerlegungen entwickelt. Seine Zer- 
legung eines Fünfecks in zwei kleinere 
Fünfecke (rechts im Bild) illustriert die 
bekannte pythagoreische Gleichung 
5°+12?=13?. 

Eine andere allgemeine Methode ist 
das Parkettierungsprinzip. Viele interes- 
sante Formen parkettieren die Ebene, 


): LAUREL ROGERS 


(SOFERN NICHT ANDERS 


Das Treppenprinzip hilft, 
Zerlegungen zu finden. 
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ZERLEGUNGEN II: VERWANDLUNG 


Aus Parkettierungen der Ebene lassen sich manchmal Zerlegun- 
gen ablesen, wie hier bei der Transformation des griechischen 
Kreuzes in ein Quadrat (a und 5). Ein regelmäßiges Zwölfeck (c) ist 
zunächst in eine Form zu verwandeln (d), mit der sich die Ebene 


das heißt, beliebig viele Exemplare der 
Form lassen sich lückenlos und überde- 
ckungsfrei aneinanderlegen. Wenn man 
zwei verschiedene Parkettierungen mit 
Grundformen gleichen Volumens über- 
lagert, kann man daraus oft Zerlegungen 
ablesen, mit denen sich die eine Form in 
die andere verwandeln läßt — zum Bei- 
spiel ein griechisches Kreuz in ein Qua- 
drat (Bild oben, z und b). 

Auf der gleichen Grundidee basiert 
eine kompliziertere Zerlegung von Harry 
Lindgren (1912-1992), die ein gleich- 
seitiges Zwölfeck in ein lateinisches Kreuz 
(mit langem unterem Balken) verwandelt 
(Bild oben, c bis i). Der erste (und 
schwierigste) Schritt besteht darin, das 
Zwölfeck so zu zerlegen und neu zusam- 
menzusetzen, daß es die Ebene parket- 
tiert. Für das lateinische Kreuz — von glei- 
cher Fläche wie das Zwölfeck - ist eine 
solche Umwandlung in eine parkettieren- 
de Form leichter zu finden. Wenn man 
beide Parkettierungen übereinanderlegt, 
ergibt sich die gesuchte Zerlegung. 

Ein interessanter Spezialfall des Par- 
kettierungsprinzips ist das Streifenprinzip. 
Man zerlegt die beiden Formen in Teile, 
die jeweils einen unendlich langen Strei- 
fen parkettieren. Wenn man dann die bei- 
den Streifen irgendwie — möglicherweise 
schräg — übereinanderlegt, erhält man 
eine Zerlegung. (Unendlich viele gleiche 
Streifen nebeneinander ergeben auch eine 
Parkettierung der Ebene. Wenn man bei- 
de Streifen so zu Parketten erweitert, läuft 
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ablesen (i). 


das Streifenprinzip auf das Parkettierungs- 
prinzip hinaus. Der Winkel, um den die 
beiden Streifen gegeneinander verdreht 
sind, bestimmt, welcher Versatz zwischen 
benachbarten Exemplaren des gleichen 
Streifens einzuhalten ist.) 

Die Verwandlung eines Sechsecks in 
ein Quadrat (Bild unten, oberes Teilbild) 
ist so entstanden. Ihr Erfinder, der Bel- 
gier Paul Busschop (1799-1877), hat 
auch ein Buch über das Solitärspiel mit 
den 33 Pflöcken geschrieben, welches 


parkettieren läßt (e), ebenso ein lateinisches Kreuz (f und g). 
Wenn man beide Parkettierungen einander überlagert (h), kann 
man eine gemeinsame Zerlegung des Zwölfecks und des Kreuzes 


posthum von seinem Bruder publiziert 
wurde. Harry Bradley (1871-1936), ein 
amerikanischer Ingenieur, der 1897 am 
Massachusetts Institute of Technology 
lehrte, fand auf die gleiche Weise eine 
Zerlegung des Davidsterns in ein Qua- 
drat (unteres Teilbild). 

Bei Zerlegungsaufgaben muß nicht 
immer nur eine Form in eine andere 
transformiert werden. Oft gilt es, eine 
ganze Anzahl von Figuren zu zerlegen 
und zu einer großen zusammenzuset- 


Unendliche Streifen, die von 
verschiedenen Formen parket- 
tiert werden, können ebenfalls 
Zerlegungs-Verwandlungen er- 
geben, hier eines Sechsecks in 
ein Quadrat (oben). Ähnlich 
läßt sich der Davidstern in ein 
Quadrat verwandeln (links). 
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Links: Der achtspitzige Stern - genauer: die = 


Figur, die aus zwei um 45 Grad um den Mit- 
telpunkt gegeneinander verdrehten Quadra- 
ten entsteht - läßt sich zerlegen und zu fünf 
kleineren Sternen gleicher Form zusammen- 
setzen: viermal der linke und einmal der 
rechte. Die gemeinsame Zerlegung zweier 
Quadrate in fünf Teilstücke von Greg Frede- 
rickson (rechts oben) veranschaulicht die 
Gleichung 7?+4?=8?+1?. Nach demselben 
Verfahren kann man Zerlegungen für zahl- 
reiche Quadratpaare konstruieren, deren 
(ganzzahlige) Seitenlängen die Gleichung 
x%2+y2=2?+w? erfüllen. Rechts unten: Alfred 
Varsady hat eine Fülle von Beziehungen zwi- 
schen fünf- und zehnspitzigen Figuren ent- 
deckt. Damit fand er unter anderem eine 
achtteilige gemeinsame Zerlegung für einen 
Fünfstern mit kleinem Fünfeck einerseits und 
ein großes Fünfeck andererseits. 


zen oder umgekehrt. Beispielsweise zeigt 
Frederickson in seinem Buch, wie man 
einen achtspitzigen Stern in fünf ver- 
kleinerte Kopien seiner selbst verwan- 
deln kann (Bild oben, links). Besondere 
Kunstfertigkeit ist wegen der inkom- 
mensurablen Seitenlängen geboten: Die 
Flächen von kleinem und großem Stern 
verhalten sich wie 1 zu 5 und die Seiten- 
längen deshalb wie 1 zu \5. Dafür gibt 
es keine gemeinsame Zerlegung. Ent- 
sprechend liegt jede Seite, die im kleinen 


Stern außen liegt, im großen innen und 
umgekehrt. Ähnliches gilt für die Zerle- 
gung eines regulären Fünfecks in zwei 
kleinere Exemplare, die Enrico Bernal 
aus Stuttgart der Redaktion schickte 
(Bild unten, rechts). 

Fredericksons Buch enthält zahlreiche 
Zerlegungen dieser Art. Außerdem führt 
er nicht nur seine eigenen Werke vor, 
sondern auch andere, zum Teil noch un- 
veröffentlichte, die Zerlegungsspezialisten 


aus aller Welt gefunden haben: Robert 


Die Gehrungsform (miter) ist ein Quadrat, 
dem ein Viertel - in Gestalt eines gleich- 
schenklig-rechtwinkligen Dreiecks - fehlt. 
Sam Loyd glaubte, eine Verwandlung die- 
ser Form in ein Quadrat gefunden zu haben 
(unten, oberes Teilbild). Tatsächlich ergibt 


sich ein Rechteck, das geringfügig höher 
ist als breit. Eine korrekte Zerlegung ist 
ganz unten abgebildet. Man kann ein regulä- 
res Fünfeck mit sechs Teilen in zwei klei- 
nere zerlegen (oben); die Seitenlängen der 
drei Fünfecke verhalten sich wie 1:2:v5. 
Die beiden roten Dreiecke sind gleich- 
schenklig und haben das Seitenverhältnis 
des Goldenen Schnitts. Diese Zerlegung 
stammt von Enrico Bernal aus Stuttgart. 
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Reid, Antiquitätenhändler in Peru, Alfred 
Varsady, technischer Zeichner in Metten 
bei Deggendorf (Donau), und Stuart EI- 
liott, forschender Chemiker in England 
(Bild oben, rechts unten). 

Zuweilen ist das Bild einer Zerlegung 
so suggestiv, daß das Auge den Verstand 
in die Irre führt. Im Jahre 1901 unterlief 
Loyd ein denkwürdiger Fehler. Er be- 
hauptete, eine Zerlegung einer Form na- 
mens miter (»Gehrungsform«) in ein 
Quadrat gefunden zu haben. Nur ist das 
angebliche Quadrat ein Rechteck mit 
dem Seitenverhältnis 49 zu 48. Loyds 
großer Rivale Dudeney wies 1911 auf 
den Fehler hin und gab eine korrekte 
Zerlegung an (Bild links, linkes Teilbild). 

Wenn Sie sich nun selbst auf die Su- 
che nach Zerlegungen machen wollen, 
wünsche ich Ihnen viel Spaß. Aber prü- 
fen Sie Ihr Werk lieber sorgfältig nach, 

<I 


bevor Sie es veröffentlichen. 


Dissections: Plane and Fancy. Von Greg 
Frederickson. Cambridge University Press, 
1998 


altese Crosses. Von Greg Frederickson in: 
ournal of Recreational Mathematics, Bd. 28, 
Heft 3, 5.170, 1997 


From Here to Infinity. Von Ian Stewart. Ox- 
ford University Press, 1996 


The Banach-Tarski Paradox. Von Stan Wagon. 
Cambridge University Press, 1985 


Geometric Dissections. Von Harry Lindgren. 
Van Nostrand, 1964 
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NICHTPERIODISCHE PARKETTE 


Quasikristalle 
in neuem Licht 


Es gibt zwar eine theoretische Vorstellung, wie Atome sich zu Festkörpern 


mit einer ungewöhnlichen Symmetrie zusammenballen könnten; aber die 


Atome haben wenig Anlaß, dieser Vorstellung zu folgen. Ein neues, plausib- 


leres Muster könnte die Erklärungsnot lindern. 


Von Christoph Pöppe 


D; Physiker machen eine Entde- 
ckung, und siehe da: Auf wunder- 
same Weise haben die Mathematiker 
schon eine Erklärung dafür bereit. Das 
geht häufig so; ein spektakuläres Bei- 
spiel war die Entdeckung der Quasi- 
kristalle 1984 durch den israelischen 
Physiker Dan Shechtman. Die zugehö- 
rige Theorie hatte nur ein Jahrzehnt zu- 
vor der Oxforder Mathematiker Roger 
Penrose mit seinen nichtperiodischen 
Flächenfüllungen bereitgestellt. 

Unter gewissen Bedingungen fügen 
sich Atome von — zum Beispiel — Alumi- 
nium und Mangan nicht, wie in einem 
gewöhnlichen Kristall, zu einer Anord- 
nung, die sich in allen drei Raumrich- 
tungen periodisch wiederholt, sondern 
zu einem Gebilde mit fünfzähliger Sym- 
metrie (Spekttum der Wissenschaft 


6/1991, S. 48). Die beiden Möglich- 
keiten — periodisch oder fünfzählig-sym- 
metrisch — schließen einander aus. 

Zunächst glaubte niemand, daß die 
Atome eines Festkörpers ein Volumen 
mit einer gewissen Ordnung, aber ohne 
Periodizität füllen könnten. Immerhin 
ist eine solche Füllung möglich, wenn 
man anstelle der Atome Rhomboeder 
nimmt: Würfel, die in allen drei Raum- 
richtungen so verzerrt sind, daß ihre 
Grenzflächen zu Rhomben (Rauten) 
werden. Der inzwischen emeritierte Tü- 
binger Physiker Peter Kramer hat eine 
lückenlose Füllung des Raums mit 
Rhomboedern gefunden, die nachweis- 
lich nicht periodisch sein kann, auch 
nicht mit beliebig großer Periode, dafür 
jedoch eine fünfzählige (genauer: Ikosa- 
eder-)Symmetrie aufweist. 

Da zwei Dimensionen einfacher zu 
verstehen sind als drei, spielte sich der 


EINPASSUNGSREGELN FÜR PENROSE-PFLASTERUNGEN 


Bei Penrose-Mustern sind 
die Kacheln nach bestimm- 
ten Regeln aneinanderzule- 
gen. Dicke und dünne Rau- 
ten tragen an einer Ecke 
einen (gedachten) weißen 
Punkt und an den übrigen 
Ecken schwarze Punkte; es 


BEIDE: CHRISTOPH PÖPPE 


müssen stets gleichfarbige Punkte zusammenkommen (links). Für Drachen und Pfeile 
(rechts) gelten ähnliche Vorschriften. Das abgebildete Zehneck (»Wagenrad«) taucht 
sehr häufig in Penrose-Mustern auf. 


Bei der Einfärbung mit roten »Raketen« fand Petra 
Gummelt von der Universität Greifswald eine Überde- 
ckungsregel für die Wagenräder in Penrose-Pflasterungen: 

/, Gleiche Farben müssen übereinander liegen und rote Flä- 
& chen stets mindestens doppelt überdeckt sein (siehe Kas- 


ten rechts). 
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größte Teil der Forschungsaktivitäten je- 
doch nicht im Raum, sondern in der 
Ebene ab, mit gewöhnlichen Rauten an- 
stelle der Rhomboeder. Das bekannteste 
Ergebnis dieser Aktivitäten sind Penroses 
nichtperiodische Pflasterungen. Sie ent- 
halten zwei Sorten Pflastersteine oder 
Kacheln (tiles): dicke und dünne Rauten. 
Wenn man lauter Kacheln einer Sorte 
parallel nebeneinanderlegt, ergibt sich 
ein sehr langweiliges und vor allem peri- 
odisches Muster. Um das zu verhindern, 
gelten bestimmte Einpassungsregeln 
(matching rules). 


Atome sind nicht rautenförmig 
Penrose-Pflasterungen gibt es in verschie- 
denen Erscheinungsformen. Man kann 
Kacheln zerlegen und die Fragmente 
über die Grenzen der ursprünglichen 
Kacheln hinweg zu neuen Bauteilen zu- 
sammensetzen — und zwar immer densel- 
ben dank der Einpassungsregeln. So gibt 
es äquivalente Pflasterungen mit zwei 
Arten von Dreiecken, mit Fünfecken, 
Fünfsternen, dünnen Rauten und Schiff- 
chen oder mit Drachen und Pfeilen 
(Kasten links unten); in der letzten Form 
sind sie durch einen legendären Artikel 
von Martin Gardner (Spektrum der Wis- 
senschaft 11/1979, S. 22) berühmt ge- 
worden. 

Demnach könnten die Physiker sich 
die Struktur ihrer Quasikristalle bei den 
Mathematikern abholen: Die eine Sorte 
Kachel ist ein Aluminiumatom, die an- 
dere ein Manganatom, und die Anlege- 
regeln drücken die Kräfte zwischen den 
Atomen aus. Wo eine matching rule es 
verbietet, eine Mangankachel anzulegen, 
da ist im echten Quasikristall eben die 
Plazierung eines Manganatoms energe- 
tisch ungünstig. 

Nun ist über die Kräfte zwischen 
Atomen in einem Festkörper zwar so we- 
nig bekannt, daß sich darüber trefllich 
spekulieren läßt; aber so einfach wie ge- 
schildert konnte die Sache dann doch 
nicht sein. Atome sind eben nicht 
rauten- oder rhomboederförmig. Eher 
war denkbar, daß eine Kachel mehreren 
Atomen entspricht. Die Kunst besteht 
dann darin, eine Kachel oder eben ein 
Rhomboeder so mit Atomen zu bestü- 
cken — der Fachausdruck ist »Dekorati- 
on« —, daf% das Gesamtergebnis mit dem 
experimentellen Befund übereinstimmt. 
Es gibt bereits erste, bescheidene Erfolge. 
Allerdings fällt es schwer sich vorzustel- 
len, warum Atome es vorziehen sollten, 
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ten« herleitbar. Die Drachen und Pfeile des Penrose-Musters (links) lassen sich durch Halbierung ent- 


7 5a lang der Symmetrieachse in gleichschenklige Dreiecke mit dem Seitenverhältnis des Goldenen Schnitts zer- 
END legen: die Pfeile in breite Dreiecke, die Drachen in hohe (Zwischenraum zwischen linkem und unterem Muster). 
a Zerteilt man nun jedes hohe Dreieck in ein kleines breites und ein kleines hohes, so fügen sich jeweils zwei breite 


Dreiecke zu einer dicken Raute und zwei hohe zu einer dünnen Raute zusammen. Man erhält das Penrose-Muster in der 
Rautenform (unten). Wird nun in diesem Muster jedes breite Dreieck in ein hohes und ein verkleinertes breites zerlegt, erge- 
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ben sich die Zutaten eines etwas feineren Drachen-und-Pfeil-Musters (rechts). Diesen sogenannten Deflationsprozeß kann man 
beliebig wiederholen und dadurch immer feinteiligere Muster erzeugen. Die kleinen Dreiecke fügen sich zu zehneckigen »Wagen- 
rädern« (Mitte); jedes Wagenrad ist eindeutig einem Pfeil auf der nächstgröberen (links gezeigten) Deflationsstufe zuzuordnen. Die „ 
Wagenräder halten automatisch die Gummeltsche Überdeckungsregel ein. Der Sternenhimmel (ganz oben) ist nichts weiter als eine Ss 


spezielle Dekoration des Rautenmusters. 
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NICHTPERIODISCHE PARKETTE 


EIN HYPOTHETISCHER QUASIKRISTALL 


Paul Steinhardts Dekoration des Gummeltschen Zehnecks. 
Große Kreise sind Nickel- (violett) und Cobaltatome (gelb), klei- 
ne Kreise (blau) Aluminiumatome. Indem man die Ebene unter 
Beachtung der Raketenregel mit Zehnecken überdeckt, erhält 
man eine Schicht des hypothetischen Quasikristalls, der aus vie- 
len übereinandergestapelten Schichten besteht. Von Schicht zu 
Schicht abwechselnd sitzen die Atome nur auf den Plätzen mit 
den ausgefüllten oder nur auf denen mit den leeren Kreisen. 


sich ausgerechnet zu solch rhomboeder- 
förmigen Clustern zusammenzutun. 

Selbst mit einer gelungenen Dekora- 
tion bleibt jedoch eine entscheidende 
Frage unbeantwortet: Wie entsteht ein 
Quasikristall? Wenn man nämlich eine 
Penrose-Pflasterung aufzubauen ver- 
sucht, indem man unter Beachtung der 
Einpassungsregeln eine Kachel nach der 
anderen an das wachsende Gebilde an- 
legt, landet man mit großer Wahrschein- 
lichkeit in einer Sackgasse: An bestimm- 
ten Stellen kann man gar nichts mehr 
anlegen. Die Einpassungsregeln sind 
zwar notwendig, aber nicht hinreichend 
für eine Penrose-Pflasterung. Das gilt 
selbst dann noch, wenn man die Regeln 
verschärft, indem man vorschreibt, in 
welcher Anordnung die Rauten um eine 
Ecke herumliegen dürfen (die sogenann- 
ten Vertex-Konfigurationen). 

Ein perfekter Quasikristall müßte je- 
doch auf genau diese Weise heranwach- 
sen: An einen Kristallisationskeim lagert 
sich ein Atom nach dem anderen an, ge- 
leitet durch die Kräfte, die in unmittel- 
barer Umgebung seiner momentanen 
Position herrschen. Wenn diese lokale 
Information ihm nicht mehr sagt, als 
durch die Einpassungsregeln ausgedrückt 
ist, wird es seinen Platz nicht finden und 
der Quasikristall nicht über das Nano- 
stadium hinauswachsen. 

Wie kommen die Mathematiker dann 
überhaupt an fehlerfreie, unendlich aus- 
gedehnte Pflasterungen? Ganz einfach: 
Die Bedeckung der Ebene mit Rauten ist 
interpretierbar als der Schatten eines sehr 
einfachen, periodischen Musters in fünf 
Dimensionen. Nichtperiodisch ist es nur, 
weil das fünfdimensionale Gitter in einem 


sehr schrägen (irrationalen) Winkel be- 
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leuchtet wird. Dank der Einfachheit 
dieses Gitters gibt es eine reichhaltige 
Theorie der nichtperiodischen Parkettie- 
rungen (Spektrum der Wissenschaft 
2/2002, S. 64). Aber selbstverständlich 
fragt ein Atom nicht in der fünften Di- 
mension nach, wo es sich hinsetzen soll. 


Flicken statt Pflastersteine 

Neue Ansätze zur Lösung des Problems 
müssen also auf dem Teppich bleiben, 
sprich in zwei (allenfalls drei) Dimensi- 
onen. Ein solcher Ansatz ist Petra Gum- 
melt von der Universität Greifswald ge- 
lungen. Sie erweiterte an einer entschei- 
denden Stelle den Blickwinkel, indem sie 
sich nicht auf Pflasterungen beschränkt, 
das heißt lückenlose und überlappungs- 
freie Bedeckungen der Ebene, sondern 
Mehrfachüberdeckungen zuläßt. 

Dadurch wird interessant und frucht- 
bar, was bereits dem flüchtigen Beobach- 
ter der Penrose-Pflasterung in der Drei- 
ecksform auffällt: Das Muster enthält 
zahlreiche regelmäßige Zehnecke. Pen- 
rose hat sie cartwheels (»Wagenräder«) ge- 
tauft. Die Seite eines solchen Zehnecks 
ist so lang wie eine kurze und eine lange 
Dreiecksseite zusammen, und Wagenrä- 
der kommen derart häufig vor, daß jeder 
Punkt der Ebene von mindestens einem 
bedeckt ist. 

Die reichhaltige Theorie der Penrose- 
Pflasterungen liefert noch mehr Informa- 
tionen (Kasten S. 35). Zwei dieser Zehn- 
ecke können sich, wenn überhaupt, nur 
auf ganz bestimmte Weise überlappen. 
Diese Vorschriften lassen sich auf ein- 
leuchtende Weise veranschaulichen. Man 
färbt Teile des Zehnecks rot ein und setzt 
folgende matching rule: Zehnecke müs- 
sen farblich passend — rot auf rot und 


weiß auf weiß — aufeinanderliegen, und 
rote Flächen müssen stets mindestens 
zweifach überdeckt sein (Kasten S. 34). 
Petra Gummelts Ergebnis bringt die 
Physiker ihrem Ziel, die Entstehung eines 
Quasikristalls zu erklären, schon deutlich 
näher. Denn erstens gibt es nur noch eine 
Sorte »Pflasterstein«. (Man könnte treffen- 
der von Flicken reden, die zu einem Patch- 
work aufeinandergenäht werden.) Das ist 
plausibler als die Vorstellung, daß diesel- 
ben Atome bereit sein sollten, sich zu 
Pflastersteinen zweier verschiedener Sor- 
ten zu fügen, und zwar mit annähernd 
gleicher Bereitwilligkeit. Normalerweise 
ist eine bestimmte Anordnung energe- 
tisch günstiger und kommt damit viel 
häufiger vor als andere. Demnach wäre zu 
erwarten, daß es nur eine Sorte Stein gibt. 
Zweitens ist die Zehnecksform schon 
ziemlich wohlgerundet. Daß sich Atome 
zu einem derartigen Cluster vereinigen — 
oder was immer dem in drei Dimensi- 
onen entspricht —, ist weniger abwegig 
als die spitzwinkligen Rautenformen. 
Drittens ist es immerhin denkbar, 
daß ein Quasikristall durch sukzessives 
Anlagern nach der Zehnecksüberde- 
ckungsregel heranwächst, in eine Sack- 
gasse gerät — und sich nachträglich 
zurechtruckelt. Gewisse schon plazierte 
Teile des Gebildes würden von einer er- 
laubten Konfiguration in eine andere, 
ebenfalls erlaubte, übergehen, weil da- 
durch ein weiteres Zehneck einen Platz 
findet. Dadurch würde der Quasikristall 
aus der Sackgasse herauskommen und 
auf dem Pfad der Tugend weiterwachsen. 
Was könnte ihn dazu veranlassen? 
Das Übliche, nämlich das Streben nach 
minimaler Energie. Vielleicht ist ja eine 
Anordnung auf einer bestimmten Fläche 
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energetisch um so günstiger, je mehr 
Zehnecke sie enthält. Die »richtige« An- 
ordnung hat nämlich die maximal über- 
haupt mögliche Dichte an Zehnecken. 

Diese Idee hat Paul Steinhardt, Physi- 
ker an der Universität Princeton, weiter- 
geführt. Er fand eine Dekoration des 
Zehnecks mit Atomen, die nicht nur die 
Überdeckungsregeln wiedergibt, sondern 
zusätzlich, bezogen auf eine große Fläche, 
um so günstiger ist, je dichter die Zehne- 
cke liegen (Kasten links). Außerdem ist 
sie mit dem, was man über die interato- 
maren Kräfte weiß, zumindest vereinbar. 
Schade nur, daß sich real existierende 
Quasikristalle in der Regel wenig um die 
— geringen — Energiedifferenzen zwischen 
verschiedenen Zuständen scheren. Es 
sieht eher so aus, als würde ein in der 
Schmelze nach den Regeln der statisti- 
schen Mechanik erreichter Zustand beim 
Erstarren des Festkörpers gewissermaßen 
eingefroren (entropische Stabilisierung). 

Bislang spielen sich all diese Überle- 
gungen in zwei Dimensionen ab. Aber 
das steht einer Überprüfung an der Rea- 
lität nicht im Wege. Es gibt nämlich 
Quasikristalle, die aus gleichartigen, pe- 
riodisch übereinandergestapelten Ebenen 
mit fünfzählig-symmetrischer Anord- 
nung der Atome bestehen: quasiperio- 
disch in zwei Dimensionen, periodisch 
in der dritten. 

Fernziel wäre, die Techniken, die Pe- 
tra Gummelt am zweidimensionalen Fall 
entwickelt hat, auf drei Dimensionen 
anzuwenden. Eine Arbeit von Peter Kra- 
mer könnte da weiterhelfen, indem sie 
eine Struktur im abstrakten höherdimen- 
sionalen Raum angibt, von der die Zehn- 
ecke die zweidimensionalen Schatten 
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EI mare crisium 
Fraktale 


Handemade Photo Memo 


48 Karten, 1 Spielanltg., 
verpackt in einem 
klarlackierten Birken- 
holzkästchen (23,5 x 7,5 
x 5 cm), mare crisium. 
Bestell-Nr. 2515. € 35,- (D), € 35,- (A) 


mare crisium - schwieriges Meer (wörtl. »Meer 
der Gefahren«) ist ein liebevoll per Hand 
gestaltetes Gedächtnisspiel. Die wunderschönen 
Motive sind nicht gedruckt, sondern auf Quali- 
tätsfotopapier belichtet, was ihnen eine beson- 
dere Ausstrahlung verleiht. Die Bilder werden 
einzeln ausgeschnitten und auf 2 mm starke, 5,5 
auf 5,5 cm große Pappkärtchen aufgezogen. 


Ei Magic Floater 
Schwebeglobus 

Der freischwebende Globus 
Stromversorgung: 220 V (Adapter 
im Lieferumfang enthalten), Ab- 
messungen: Globus - Durchmes- 
ser 140 mm, Basiseinheit in Chrom- 


optik - Durchmesser 170 mm. 
PEROS ELECTRONICS. 


Bestell-Nr. 2498. 

€ 99,- (D), € 99,- (A), 

Die erste frei schwebende Weltkugel - ein faszi- 
nierendes High-Tech-Produkt der modernen 
Physik. Mittels CCL -Technologie (Computer Con- 
trolled Levitation) wird der Globus mit rund 
16.000 Steuerimpulsen pro Sekunde ruhig in der 
Schwebe gehalten. Ein schöner Blickfang für Ihren 
Schreibtisch und ein ganz besonderes Geschenk. 


EI Buchstütze 


un easy-read® 
Die bequeme Art 
Ss des Lesens 
oder Arbeitens 
am PC 


Bestell Nr.: 2187. € 19,95 (D), € 20,70 (A) 
Die bequeme Art des Lesens: Ob am PC, am 


Schreibtisch oder im Bett, diese schlaue Erfindung 
behält Ihre Lektüre fest im Griff. 


EM Pocket-Quiz-Paket 
Gehirnjogging 

Logisches Denken, Optische 
Illusionen, Gehirntraining 

Je 50 Übungskarten, 10x6x2cm, 
in Schachtel. Moses. 

Bestell-Nr. 2469. 

€14,85 (D), € 15,30 (A) 
Fördern Sie geistige Fitness, logisches Denken, 
optisches Sehen und Ihre Kombinationsfähigkeit. 
Auch für unterwegs sehr gut geeignet, denn 
Pocket-Quiz passt in jede Hosentasche. 


POCKET QUIZ 


> telefonisch 
06221 9126-841 i 


> direkt bei 


Science &fun 


im Science-Shop 


Ei Einfach Genial - 
Knobelspaß 

Spiel von Reiner Knizia 
Inhalt: 30 Knobelvorlagen 
auf 15 Blättern, 

4x 21 Legeteile. 2007, 
Kosmos. 


Bestell-Nr. 2491. € 15,99 (D), € 15,99 (A) 
Sie lieben Knobelspiele und logische Denkauf- 
gaben? Dann werden Sie viel Spaß an diesen 
spannenden Knobelpuzzles haben. Je nach bevor- 
zugtem Schwierigkeitsgrad können Sie leich- 
tere oder auch sehr schwierige Knobelpuzzles 
lösen. Ihre Aufgabe besteht darin, alle 21 
Legeteile passgenau auf einer Vorlage unterzu- 
bringen. Durch logisches Denken finden Sie 
heraus, wo welches Teil liegen muss. Für 1-4 
Spieler ab 10 Jahren, Spieldauer: 15-60 Min. 


Ei Der Stirling-Motor 
Kartonbausatz 
Kartonbausatz für einen 
voll funktionstüchtigen 
Stirling-Motor 


2006, SunWatch. 


" Best-Nr. 2321. 
€ 21,90 (D), € 21,90 (A) 


Setzen Sie diesen voll funktionstüchtigen Stirling- 
Motor auf eine Tasse mit kochend heißem Kaffee 
(oder auf eine Kaltkompresse), geben Sie dem 
Schwungrad einen Schubs nach links, und der ge- 
nügsame Apparat beginnt leise zu stampfen - bis 
zu einer Stunde lang! Bausatz aus stabilem, ge- 
stanztem Karton, komplett mit allem Zubehör, wie 
laser-geschnittene Alu-Bleche, reibungsarme 
Kunststoff-Achslager und Drahtbiegeteile aus Fe- 
derstahl. Höhe 16,5 cm, Breite und Tiefe je 12,6 cm. 


Portofreie Lieferung in D&A ab 
einem Bestellwert von € 20,-* 


ME Braintwister 


Das Memo-Spiel 
mit den zwei Seiten! 


Bestell-Nr. 1678. 
€ 15,- (D), € 15,50 (A) 


Ab 8 Jahren. Testen 
und trainieren Sie Ihr 
Gedächtnis und Ihre 
Kombinationsgabe. 90 Spielkarten sind sowohl 
auf der Vorder- als auch auf der Rückseite mit 10 
Wissenschaftsmotiven bedruckt. Zwei Karten sind 
ein Paar, wenn sowohl Vorder- als auch Rückseite 
übereinstimmen. Doppelte Herausforderung, 
doppelter Spaß! Memory für Fortgeschrittene. 


Besuchen Sie uns im Internet unter: 
www.science-shop.de 


> per E-Mail 
@science-shop.de 


> per Fax 
0711 7252-366 


> per Post 
Postfach 810680 + 70523 Stuttgart 


www.science-shop.de 


SPEKTRUM DER WISSENSCHAFT 
*Bestellungen in D & A unter € 20,- sowie Bestellungen im sonst. Ausland berechnen wir mit € 3,50. 
Alle Preise inkl. Umsatzsteuer. Preise unter Vorbehalt. Spektrum der Wissenschaft Verlagsges. mbH 


zZ 
Lo 
© 
zZ 
= 
[4 
Lil 
> 
{92} 
< 
—_ 
IL 
[ 


PERIODISCHE PARKETTE 


Fünfeckige Kacheln 


Nur zwei Formen, ein Sechseck und ein Fünfeck mit zwei rechten Winkeln, ge- 


nügen, um fast alle denkbaren kristallinen Formen der Ebene zu realisieren. 


Von Ian Stewart 


athematik und Kunst haben vie- 

le Berührungspunkte, und der 
schönste unter ihnen ist wohl die Sym- 
metrie. Für die meisten Formen der bil- 
denden Kunst ist der mathematische 
Symmetriebegriff zu starr, aber er ist ge- 
nau richtig für Werke, in denen sich ein 
und dasselbe Grundmuster regelmäßig 
wiederholt. Bekannte Beispiele sind Ta- 
peten, Textilien und Mosaike; und es 
gibt nicht nur die biederen Blümchenta- 
peten, Sträflingshemden und Badezim- 
merkacheln, sondern auch Kunstwerke 
höchsten Ranges. Mosaike und Tape- 
ten, die der englische Künstler William 
Morris im 19. Jahrhundert entwarf, sind 


rechts und links durch Spiegelung« ist — 
näherungsweise — eine Symmetrie für die 
äußere Form des menschlichen Körpers. 
Ein Muster kann viele verschiedene Sym- 
metrien zugleich haben. Mehrere von ih- 
nen hintereinander auszuführen ist wie- 
der eine Symmetrietransformation: Die 
Symmetrien eines Musters bilden eine 
Gruppe im mathematischen Sinne. 

Es gibt viele verschiedene Arten von 
Parkettierungen; gemeint sind lücken- 
lose, überlappungsfreie Bedeckungen der 
Ebene mit vielen »Pflastersteinen«, die 
alle einem einzigen »Urstein« oder einem 
von wenigen Ursteinen gleich sind. Die 
größte Aufmerksamkeit unter den Par- 
kettierungen haben seit jeher die gitter- 
förmigen genossen; das sind diejenigen 


Zu Pflasterungen gibt es immer noch neue 
Entdeckungen - häufig durch Künstler 


heute im Londoner Victoria and Albert 
Museum zu bewundern. Das historische 
Museum der Stadt Tokio (Edo-Iokyo 
Museum) zeigt herausragende Beispiele 
gemusterter Kimonos, und die Alham- 
bra im spanischen Granada ist weltbe- 
kannt für ihre herrlichen Mosaike. 

Die Mathematik dahinter ist beileibe 
nicht neu, aber es gibt immer noch Ent- 
deckungen, häufig durch Künstler. Die 
englische Künstlerin Rosemary Graze- 
brook hat ein interessantes Parkettie- 
rungssystem erfunden. Es ist weit ent- 
fernt von der Standard-Badezimmerka- 
chelung, gleichwohl genial einfach und 
liefert die schönsten Ergebnisse. 

Der mathematische Symmetriebegriff 
ist ein bißchen gewöhnungsbedürftig. 
Unter einer Symmetrie eines Musters ver- 
steht man nicht in erster Linie eine Ei- 
genschaft — zum Beispiel, unter einer 
Spiegelung in sich selbst überzugehen -, 
sondern zunächst eine Transformation 
(im Beispiel die Spiegelung), die das 
Muster unverändert läßt. Beispielsweise 
geht unter der Drehung um 90 Grad ein 
Quadrat in sich selbst über; diese Dre- 
hung heißt eine Symmetrie des Quad- 
rates. Die Transformation »vertausche 
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Strukturen, die aus periodischer Wieder- 
holung eines Steins oder einer kleinen 
Ansammlung von Steinen bestehen — 
ebene Kristalle sozusagen. Merkwürdi- 
gerweise haben die Mathematiker zu- 
nächst den viel schwierigeren Fall der 
dreidimensionalen Gitter — echter Kris- 
talle — ausgearbeitet und erst viel später 
ihre Methoden auf zwei Dimensionen 
angewandt. Der russische Kristallograph 
Jewgraf Stepanowitsch Fedorow (1853 — 
1919) bewies 1891, daß alle ebenen Git- 
ter zu genau 17 verschiedenen Symmet- 
rieklassen gehören (Bild S. 40). Das gilt 
auch für Tapeten- und Stoffmuster. 

Aber jeder gute Einrichtungsladen hat 
doch dicke Tapeten-Musterbücher und 
deutlich mehr als 17 verschiedene Sorten 
Kacheln vorrätig? Schon; aber so wichtig 
das für den Kunden sein mag, ob gelbe 
Entchen oder grüne Grashalme auf den 
Badezimmerkacheln sind, es macht für 
die Symmetrieklasse keinen Unterschied. 
Andererseits kann die Freiheit, ein Muster 
zu gestalten, durch Symmetriebedingun- 
gen eingeschränkt sein. 

Einige Muster besitzen kaum Sym- 
metrien, darunter das aus den be- 
rühmten Penrose-Kacheln, das die Ebe- 


ne komplett parkettiert, aber niemals 
durch Verschieben mit sich selbst zur 
Deckung kommt (siehe den vorstehen- 
den Beitrag sowie Spektrum der Wissen- 
schaft 11/1998, S. 112). Hier soll es 
nicht um so exotische Dinge gehen, son- 
dern um Muster mit einem »Fundamen- 
talbereich« — einem Urmuster, das sich, 
in zwei verschiedene Richtungen paral- 
lelverschoben, unendlich oft wiederholt. 

Nehmen wir die quadratischen Ka- 
cheln aus dem üblichen Badezimmer — 
mit unendlich großer Wand. Greifen wir 
eine Kachel heraus. Wenn wir deren 
Muster um irgendein ganzzahliges Viel- 
faches der Kachelbreite nach rechts oder 
links verschieben und um ein beliebiges 
ganzzahliges Vielfaches der Kachelbreite 
nach oben oder unten, kommt es wieder 
mit sich zur Deckung. Das Muster wie- 
derholt sich also in zwei verschiedenen 
Richtungen; die sind senkrecht zueinan- 
der wie in diesem Fall — oder auch nicht. 

Der Begriff »Gitter« (lattice) bedeu- 
tet, daß es zwei solche Richtungen gibt. 
Gittersymmetrien sind üblich bei Tape- 
ten und Textilien, denn erstere werden 
gewöhnlich in langen Bahnen von rotie- 
renden Walzen bedruckt und letztere von 
einer Maschine gewebt, die eine Grund- 
folge von Arbeitsschritten ständig wieder- 
holt. Wenn die Tapete an die Wand ge- 
klebt wird oder Stoffbahnen miteinander 
vernäht werden, muß man manchmal die 
eine Bahn gegen die andere verschieben, 
damit die Muster zusammenpassen. Das 
ist genau dann der Fall, wenn die beiden 
Verschiebungsrichtungen nicht aufeinan- 
der senkrecht stehen. 

Kacheln werden nicht von der Rolle 
hergestellt, müssen also nicht aus Ferti- 
gungsgründen eine Gitterbedingung er- 
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Dieses Fünfeck hat zwei rechte Winkel sowie 
drei von 120 Grad. Es pflastert die Ebene auf 
mehrere Weisen, zum Beispiel allein in 
einem Muster mit der Symmetrie des Qua- 
dratgitters (Bild rechts unten) oder gemein- 
sam mit einem regulären Sechseck mit der 
Symmetrie des Bienenwabenmusters (Bild 
rechts oben). Fugenübergreifende Struktu- 
ren ergeben sich, wenn man die Fünfecke 
nach jeweils einem der Schemata oben mit 
verschiedenen Farben versieht. 


BRYAN CHRISTIE 
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Es gibt 17 verschiedene 
Symmetriegruppen für 
ebene Gitter, wie der 
Kristallograph Jewgraf 
$S. Fedorow 1891 be- 
wiesen hat. 


füllen. Aber es ist natürlich einfacher für 
den Künstler, wenn er jede Kachel mit 
dem gleichen Muster versieht und dafür 
sorgt, daß das Muster sich über die Fu- 
gen hinweg harmonisch fortsetzt. 

Dabei kann er seinem Muster mehr 
Symmetrien aufprägen als die doppelte 
Translationssymmetrie des Gitters. So hat 
das quadratische Badezimmer-Kachel- 
Gitter auch eine Drehsymmetrie um 90 
Grad sowie Spiegelsymmetrien um sämt- 
liche senkrechten, waagerechten und dia- 
gonalen Achsen, die durch den Mittel- 
punkt oder einen Eckpunkt irgendeiner 
Kachel verlaufen. Die Bienenwaben-Ka- 
chelung durch reguläre Sechsecke bildet 
auch ein Gitter, hat aber über dessen 
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Translationen hinaus andere Symmetrien, 
insbesondere Drehungen um 60 Grad. 
Die Entdeckung Rosemary Graze- 
brooks bezieht sich nun auf eine be- 
stimmte fünfeckige Kachel, die Baustein 
für eine Vielzahl von Gittermustern sein 
kann. Entscheidend dafür sind die Win- 
kel des Fünfecks: zweimal 90 und drei- 
mal 120 Grad. Dadurch paßt sie sowohl 
in quadratische als auch in hexagonale 
Gitter (Bild auf der vorigen Seite). Da- 
gegen ist eine quadratische Kachel in ih- 
ren Kombinationsmöglichkeiten sehr be- 
schränkt. Von der Standard-Badezimmer- 
Kachelung kann man allenfalls abwei- 
chen, indem man ganze Zeilen oder 


Spalten gegen ihre Nachbarn verschiebt. 


Vier dieser fünfeckigen Kacheln las- 
sen sich zu einer länglichen zusammen- 
setzen, die ihrerseits die Ebene parkettiert 
wie die versetzten Steine in einem Ziegel- 
mauerwerk. Wenn man zusätzlich regu- 
läre Sechsecke als Kacheln zuläßt, kann 
man alle 17 Symmetrietypen ebener Git- 
termuster bilden - bis auf eines. Ich über- 
lasse Ihnen das Vergnügen herauszufin- 
den, welcher Symmetrietyp fehlt und wie 
man die anderen 16 bilden kann. 

Bei der Idee hat übrigens die Vorgän- 
gerin der »Mathematischen Unterhal- 
tungen«, Martin Gardners unnachahm- 
liche Kolumne »Mathematische Spiele- 
reien«, mitgeholfen. Grazebrook arbeitete 
am Londoner Royal College of Art über 
die islamische Kunst in der Alhambra, 
mit dem Ziel, sie mit den bemerkens- 
werten Zeichnungen von Maurits C. 
Escher in Beziehung zu setzen. Viele von 
ihnen sind Pflasterungen der Ebene, wo- 
bei die Kacheln selbst als Tiere ausgeführt 
sind. Nachdem sie Gardners Kolumne ge- 
lesen hatte, wurde ihr klar, daß die Ver- 
bindung zwischen islamischer Kunst und 
Eschers charakteristischen Parkettierungs- 
mustern in den 17 Symmetrietypen 
ebener Gitter liegt. Daraufhin entwickelte 
sie Verfahren, islamische Muster aus ver- 
schiedenen Gittern zu erzeugen. 

Für ihre Fünfeckkacheln — die Gard- 
ner neben vielen anderen im »Scientific 
American« vom Juli 1975 aufgeführt hat 
— ersann sie zwei verschiedene Arten der 
Einfärbung. Bei der einen wird die Ka- 
chel in drei Dreiecke zerlegt (»Pentland«), 
bei der anderen (»Penthouse«) in zwei 
Quadrate, ein drachenförmiges Viereck 
und ein kleineres Fünfeck. Andere Ver- 
fahren sind denkbar; aber schon diese 
zwei Schemata bringen eine erstaunliche 
Vielfalt von Dessins hervor. 

Wer die — durch Urheberrechte ge- 
schützten — Muster und die Einfärbungs- 
schemata nutzen möchte, kann sich mit 
Rosemary Grazebrook unter der Adresse 
P ©. Box 328, Isleworth TW7 6FB, 


Großbritannien, in Verbindung setzen. <I 


Farbige Parkette. Von Klaus Bongartz, Walter 
Borho, Detlef Mertens und Andreas Steins. 
Birkhäuser, Basel 1988 


Symmetry and Chaos. Von Michael Field und 
Martin Golubitsky. Oxford University Press 
1992 


Tilings and Patterns. Von Branko Grünbaum 
und G.C. Shephard. Freeman, New York 
1987 
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REP-TILES 


Ungewöhnliche 


Kachelungen 


Aus einer einfachen Konstruktionsanweisung entstehen 


höchst komplizierte, nichtperiodische Muster. 


Von Ian Stewart 


arkettierungen sind seit jeher ein be- 

liebtes Thema der Unterhaltungsma- 
thematik. Es geht darum, mit einer oder 
mehreren vorgegebenen Formen — den 
Kacheln — die unendliche Ebene, oder 
wenigstens einen hinreichend großen 
Teil davon, lückenlos und nicht-überlap- 
pend auszulegen. Nachdem der vorste- 
hende Beitrag erstmals veröffentlicht 
wurde, wies mich Michel Chätelain aus 
Prilly (Schweiz) auf eine ganz andere 
Parkettierungsmethode hin, bei der sich 
die Form der Kacheln erst ziemlich ge- 
gen Ende ergibt. Zuerst wird das Sche- 
ma festgelegt, nach dem die Kacheln an- 
einander gelegt werden sollen, und erst 
dann eine Form, die dazu passt. 


Denken Sie sich zum Beispiel ein ein- 
zelnes Quadrat. Natürlich kann man da- 
mit die Ebene kacheln wie eine Badezim- 
merwand, aber wir wollen noch einen ge- 
wissen Dreh mit einbauen. Das Bild 
unten zeigt, wie man aus einem Quadrat 
viere macht, die zusammen ein größeres 
ergeben; dabei habe ich die Quadrate mit 
L-förmigen Zeichen versehen, um sicht- 
bar zu machen, wie sie gedreht und/oder 
gespiegelt werden. Wenn wir die gleichen 
vier 'Iransformationen mit dem 2-2- 
Quadrat wiederholen, erhalten wir einen 
Block aus 16 Quadraten (Bild unten). 

Man kann diesen Prozess nun belie- 
big wiederholen und erhält immer größe- 
re Blöcke aus 64 Quadraten, 256 und so 
weiter. Jeder Block ist im nachfolgenden 
enthalten; deshalb passt die ganze Folge 


von Parkettierungen in ein einziges un- 
endliches Muster. Je nach Vorgehensweise 
kann man so die ganze Ebene oder einen 
unendlich großen Teilbereich parkettie- 
ren. Wenn man, wie im Bild beschrieben, 
jedes Teilmuster der Folge in die linke 
obere Ecke seines Nachfolgers legt, par- 
kettiert man einen unendlichen Qua- 
dranten — ein Viertel der ganzen Ebene. 
Wenn man abwechselnd links oben und 
rechts unten anlegt, wird die ganze Ebene 
überdeckt. Eine Halbebene lässt sich fül- 
len, indem man beispielsweise zwischen 
links unten und rechts unten abwechselt. 


Inflation: 

Schneeballprinzip für Parkette 
Das ganze Verfahren ist ein Spezialfall 
des so genannten Inflationsverfahrens. 
Die Parkettierungstheoretiker verwenden 
die Inflation gerne, um zu zeigen, dass 
ein gewisses Muster keinesfalls perio- 
disch sein kann. Damit liefert es ein er- 
giebiges Modell für die Festkörper, die 
als »Quasikristalle« zu Ruhm gelangten 
(siehe den Beitrag auf S. 34). 

Aber die Quadrate mit den L-för- 
migen Markierungen sind nicht die Ka- 
cheln, auf die es uns ankommt. Sie sol- 
len nur als Platzhalter für die zu konstru- 
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Aus einem Quadrat entstehen viere nach 
folgender Vorschrift: Das linke obere 
Quadrat des Viererblocks ist eine unver- 
änderte Kopie des Ausgangsquadrats, 
das rechte obere ist um eine vertikale 
Achse gespiegelt, das linke untere um 90 
Grad gegen den Uhrzeigersinn gedreht 
und das rechte untere zuerst gedreht und 
dann gespiegelt. Aus dem 2-2-Block wird 
durch Anwendung derselben Vorschrift 
ein 4-4-Block und so weiter. Wendet man 
die Vorschrift auf eine N-förmige Zick- 
zacklinie an, so ergibt sich eine Kachel, 
die nach derselben Vorschrift ausgelegt 
werden kann (rechts). 
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REP-TILES 


ierenden Kacheln die Transformationen 
anzeigen, welche die endgültige Parket- 
tierung erzeugen. Unsere Kachel entsteht 
aus einer erzeugenden Kurve. Das ist 
eine ziemlich beliebig geformte Linie, 
die von der linken unteren Ecke des Aus- 
gangsquadrates zu dessen oberer rechten 
Ecke verläuft. (Diese Bedingung stellt si- 
cher, dass die Kachelform geschlossen 
ist.) Die im Bild S. 41 gezeigte Kurve ist 
eine N-förmige Zickzacklinie. 

Nun unterwerfen wir diese erzeu- 
gende Kurve den gleichen vier Transfor- 
mationen wie zuvor die Quadrate. Und 
siehe da: Die Kurve selbst plus ihre ge- 
drehten und gespiegelten Bilder ergeben 
zusammen eine geschlossene Form, die 
an einen Vogel erinnert oder an einen 


Menschen mit Umhang und ausgebreite- 
ten Armen, wie Batman im Landeanflug. 
Auf diese Kachel kann man nun diesel- 
ben Transformationen anwenden wie auf 
das Ausgangsquadrat, und das immer 
wieder. Im Ergebnis erhalten wir eine 
Parkettierung der Ebene oder eines Teils 
davon, mit unendlich vielen Exemplaren 
dieser interessanten Kachel. 


Nichtperiodisch 

in jeder Größenskala 

Die Bilder unten zeigen weitere Parket- 
tierungen, die mit dieser Methode er- 
zeugt wurden. Verwendet man die N- 
förmige erzeugende Kurve, aber andere 
"Iransformationen, so erhält man eine 
neue Kachelform und eine neue Anord- 


x 


Durch Variation der Anfangsbedingungen entstehen zahlreiche Muster nach dem- 
selben Prinzip. Wenn man auf die N-förmige erzeugende Kurve ein anderes Sortiment 
von Transformationen anwendet, erhält man eine andere Kachel und ein anderes Mus- 
ter (A). Dieselben Transformationen auf eine variierte Kurve angewandt ergeben eine 
weitere Kachel, aber die gleiche Anordnung der Kacheln (B). Manchmal entsteht dabei 
mehr als eine Kachelsorte (C). Ein Sortiment von Transformationen (Drehungen) für 
vier gleichseitige Teildreiecke eines gleichseitigen Dreiecks (D), angewandt auf die 
erzeugende Kurve, ergibt drei Sorten Kacheln, die zu einem Dreiecksmuster zusam- 


menpassen. 


B 
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nung (A). Ändert man die Form der 
Kurve, so erhält man andere Kacheln, 
die aber auf dieselbe Art zusammenpas- 
sen (B). Es kann auch vorkommen, dass 
mehr als eine Kachelform entsteht (C). 

Die so entstehenden Muster sind üb- 
rigens in aller Regel aperiodisch, also 
nicht einfache Verschiebungen (TIransla- 
tionen) einer Grundform wie bei einer 
gewöhnlichen Tapete. Periodische Mus- 
ter sind ein einfacher Spezialfall dieser 
Konstruktionsanleitung: Wählen Sie alle 
"Iransformationen als Translationen (also 
keine Drehungen und keine Spiegelun- 
gen), oder, was auf dasselbe hinausläuft, 
zeichnen Sie einfach vier Quadrate, de- 
ren L-Markierungen alle die gleiche Ori- 
entierung haben. Jede Parkettierung, die 
aus diesen Iransformationen hervorgeht, 
ist periodisch. 

Die Ausgangsform muss nicht unbe- 
dingt ein Quadrat sein. Zulässig ist jede 
Form, die in mehrere verkleinerte Exemp- 
lare ihrer selbst zerlegbar ist; diese Formen 
haben den Spitznamen »Rep-Tile« (von 
repetitive tile, »Wiederholungskachel«) er- 
halten (Spektrum der Wissenschaft 
11/1998, S. 112). Ein gleichseitiges Drei- 
eck ist ein Rep-Tile, denn vier kongru- 
ente gleichseitige Dreiecke lassen sich zu 
einem größeren zusammensetzen. Damit 
kann man bemerkenswerte Muster erzeu- 
gen (Bild D). Vielleicht können Sie ähn- 
liche Parkettierungen finden. Bisher hat 
niemand alle überhaupt möglichen Rep- 
Tiles bestimmt; es gibt also noch Raum 
für neue Entdeckungen. 

Die gleiche Methode funktioniert in 
drei Dimensionen. So passen acht Würfel 
zu einem Würfel der doppelten Kanten- 
länge zusammen. Der Würfel ist also ein 
»Repli-eder«. (Diese Bezeichnung habe 
ich soeben erfunden. Leider ist sie nicht 
so schön doppelsinnig wie »Rep-Tile«.) 

Man kann die Komponenten eines 
Rep-Tiles ebenso wie die Ausgangsform 
in verkleinerte Exemplare ihrer selbst zer- 
legen, diese abermals und so weiter. Dann 
ist man bei der Selbstähnlichkeit — ein 
Teil gleicht einer verkleinerten Kopie des 
Ganzen -, die ihrerseits typische Eigen- 
schaft eines Fraktals ist (Spektrum der 
Wissenschaft 7/2000, S. 72). In der Tat 
beruht das Parkettierungsverfahren von 
Chätelain auf Methoden, mit denen man 
Fraktale konstruiert. Es ist ein schönes 
Beispiel für das, was Fraktale auszeichnet: 
Mit einer einfachen Konstruktionsanlei- 
tung lassen sich wundervoll komplexe 
Muster erzeugen. <I 
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WILDE PARKETTE 


Mukundis Krone 


Eine unscheinbare Figur entpuppt sich als überraschend 


wandlungsfähig: Sie pflastert die Ebene periodisch, nichtperiodisch - 


und in wilden Mischungen aus beiden Arten zugleich. 


Von Christoph Pöppe 


tellen Sie sich vor, Sie hätten ein Ba- 

dezimmer zu fliesen, und zwar mit 
lauter Exemplaren einer ganz speziellen 
Kachel (Bild oben). Wie würden Sie das 
anstellen? 

Ein echter Fliesenleger würde diese 
Form nicht besonders schätzen. Eine 
einspringende Ecke macht die Aufgabe, 
eine große Fläche lückenlos zu bedecken, 
in der Regel nicht einfacher. Umso über- 
raschender ist es, dass es mit dieser spe- 
ziellen Kachel nicht nur eine, sondern 
unendlich viele Möglichkeiten gibt, die 
Ebene zu pflastern. (Als Mathematiker 
lassen wir uns von den engen Grenzen 
unseres Badezimmers nicht beirren und 
nehmen von Anfang an die unendlich 
ausgedehnte Ebene in den Blick.) 


Fünfzählige Symmetrie 

Mukundi Hartmann, ein Mensch, der 
schon viele Spiele ersonnen und viele Be- 
rufe ausgeübt hat, ist beim ausgiebigen 
Spielen mit geometrischen Formen auf 
diese Figur gekommen, die er »Krone« ge- 
nannt hat. Sie entsteht aus einem regel- 
mäßigen Fünfeck, indem man eine seiner 
Ecken mitsamt den ihr anliegenden Sei- 
ten nach einwärts umschnappen lässt 
oder, was auf dasselbe hinausläuft, von 
dem Fünfeck eine Raute mit dem Öff 
nungswinkel 72 Grad wegnimmt. Mit 
etwas Fantasie kann man tatsächlich eine 
kleine Krone darin sehen. 

Mit dem Fünfeck kommt auch des- 
sen fünfzählige Drehsymmertrie ins Spiel 
— und an dieser Stelle pflegen die mathe- 
matischen Fliesenleger aufzuhorchen. 
Denn was ihre handwerkenden Kollegen 
bevorzugen, die Periodizität — dasselbe 
Teilmuster wiederholt sich parallelver- 
schoben immer wieder bis ins Unend- 
liche —, ist mit der fünfzähligen Symmet- 
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rie nicht vereinbar. Wenn also das Muster 
einen bestimmten Mittelpunkt haben soll 
mit der Eigenschaft, dass es nach einer 
Fünfteldrehung um diesen Mittelpunkt 
wieder genauso aussieht wie zuvor, muss 
man sich etwas Besonderes ausdenken. 

Das haben im Lauf der Zeit verschie- 
dene Leute versucht, angefangen bei 
Johannes Kepler (1571-1630), der die 
Weltenharmonie nicht nur in der Bewe- 
gung der Planeten, sondern auch in 
möglichst harmonischen Anordnungen 
regelmäßiger Fünfecke in der Ebene 
suchte. Bei allen derartigen Versuchen 
bleiben Lücken zwischen den Fünfecken, 
die man zu neuen Pflastersteinen ernen- 
nen muss. Dabei drängen sich auf: der 
Fünfstern (das »Pentagramm«), die oben 
erwähnte dicke Raute, ihre dünnere 
Schwester mit einem Öffnungswinkel 
von 36 Grad, das Zehneck und einige 
weitere Figuren (Bild rechts, a). 

Mit einem so großen Sortiment an 
Steinen wächst allerdings die Anzahl der 
möglichen Pflasterungen ins Unüber- 
sichtliche. Es war daher ein großer Fort- 
schritt, als der britische Mathematiker 
Roger Penrose eine Methode fand, nicht- 
periodische Pflasterungen mit nur zwei 
Steinen zu erzeugen: den beiden genann- 
ten Rauten oder, alternativ, zwei nur ge- 
ringfügig komplizierteren Figuren na- 
mens Drachen und Pfeil (Spektrum der 
Wissenschaft 11/1998, S. 112; siehe 
auch den Beitrag auf S. 34). Obendrein 
gab Penrose ein Verfahren an, mit dem 
man aus den Steinen des einen Parketts, 
den dicken und dünnen Rauten, solche 
des anderen Parketts, also Drachen und 
Pfeile, machen kann und umgekehrt. 

Beide Umwandlungen, nacheinander 
angewandt, zerlegen wenige dicke und 
dünne Rauten in viele kleinere dicke und 
dünne Rauten. Die kann man durch Ver- 
größern auf die Größe der ursprüng- 


Die Krone (oben) erlaubt viele Pflasterungen 
der Ebene (rechts): im Verbund mit anderen 
Fünfecks-Pflastersteinen (a bis c) oder al- 
lein; periodisch (d und e) oder nichtperio- 
disch (f, g und k). 


lichen Rauten bringen, so aus einem be- 
grenzten Parkett ein größeres machen, 
und das beliebig oft. Das entscheidende 
Mittel zur Erzeugung nichtperiodischer 
Parkette ist eine solche Substitutionsregel: 
Man finde zu jedem Pflasterstein eines 
Sortiments eine Zerlegung in kleinere 
Pflastersteine desselben Sortiments. 

Inzwischen gibt es zu Penrose-Par- 
ketten eine umfangreiche Theorie, die 
sogar eine physikalische Anwendung hat: 
Quasikristalle sind Festkörper, in denen 
die Anordnung der Atome — zum Bei- 
spiel — fünfzählige Symmetrie aufweist. 
Also können diese Atome nicht, wie bei 
einem gewöhnlichen Kristall, periodisch 
im Raum liegen (Spektrum der Wissen- 
schaft 2/2002, S. 64). 


Von Penrose zu Hartmann 

Diese große Masse an Theorie hatte ich 
im Sinn, als Mukundi Hartmann mir die 
von ihm entdeckten Parkette mit der 
Krone zeigte. Entsprechend versuchte ich 
die Krone mit den oben genannten Stan- 
dardsteinen der fünfzähligen Parkette zu 
kombinieren. 

Das sieht zwar zum Teil ganz hübsch 
aus (Bild rechts, b). Aber indem ich das 
große Sortiment der Standardsteine noch 
um die Krone erweiterte, wuchs auch die 
Unübersichtlichkeit. Man kann zwar das 
Sortiment verkleinern, etwa indem man 
jedes Fünfeck durch eine Krone und eine 
dicke Raute ersetzt und jedes Penta- 
gramm durch zwei Kronen und eine 
dünne Raute (c); aber dabei geht unwei- 
gerlich die Symmetrie des ursprüng- 
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WILDE PARKETTE 


Die Substitutionsregel von Willi Jesch- 
ke: Ersetze eine Krone und eine halbe 
dicke Raute durch viele kleine Versio- 
nen dieser Pflastersteine. 


lichen Pflastersteins verloren, und man 
weiß nicht, für welche der fünf Erset- 
zungsmöglichkeiten man sich entschei- 
den soll. 

Interessanter finde ich inzwischen den 
puristischen Standpunkt: Man lege Par- 
kette mit der Krone als einzigem Pflaster- 
stein. Zu diesem Meinungswechsel hat 
wesentlich die Webseite »Parkettierungen 
und Primzahlen?« von Willi Jeschke bei- 
getragen. Dort finden sich nämlich puris- 
tische Parkette in ungeheurer Vielfalt. 

Die Rauten der Penrose-Parkette tra- 
gen an ihren Seiten noch gewisse Markie- 
rungen, etwa Aus- und Einbuchtungen, 
die erzwingen, dass ein mit ihnen ge- 
legtes Parkett nichtperiodisch ist. Solche 
Markierungen verhindern zum Beispiel, 
dass man einfach lauter dicke Rauten pe- 
riodisch nebeneinanderlegt. Wenn das er- 
laubt wäre, würde die schiere Anarchie 
ausbrechen. Und genau das passiert, zum 
Vergnügen des spielerisch veranlagten 
Fliesenlegers, mit der Krone. 

Man kann nämlich Kronen in perio- 
discher Weise — eine rechts, eine links — 
zu einem unendlich langen Streifen in 
der Ebene aufstapeln (Bild S. 45, d). Die- 
se Streifen kann man nebeneinander le- 
gen, parallelverschoben oder kopfstehend, 
und obendrein beliebig gegeneinander 
verschieben. Nur Puristen verlangen, 
dass eine Ecke nicht mitten auf eine an- 
dere Seite treffen soll. Außerdem kann 
man, einmalig oder regelmäßig, von dem 
strengen Rechts-links-Schema abwei- 
chen, mit dem Effekt, dass aus dem Strei- 
fen ein beliebig oft geknickter Wurm 
wird (e). 

Will man es aber ganz unperiodisch 
haben, empfiehlt es sich, zunächst zehn 
Kronen zu einem regelmäßigen Zehneck 
zu vereinen (f). Um diese Zentralfigur 
lassen sich beliebig viele Ringe aus Kro- 
nen legen; jeder Ring kann auch noch 
unabhängig von allen anderen durch 
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sein Spiegelbild ersetzt werden (g). Und 
das ist noch lange nicht alles. 

Für einen besseren Überblick emp- 
fiehlt es sich, anstelle der Krone über 
ein gleichschenkliges Dreieck mit dem 
Scheitelwinkel 36 Grad (eine halbe 
dünne Raute) nachzudenken. Es ent- 
steht aus der Krone, indem man zwei 
ihrer fünf Ecken (umkringelt in h) weg- 
lässt und die zugehörigen Seiten gum- 
mibandartig zu jeweils einer zusammen- 
schnurren lässt. Umgekehrt macht man 
aus einem solchen Dreieck eine Krone, 
indem man seine beiden langen Seiten 
geeignet ausbeult. 


Puristische Pflasterungen - 
regelmäßig und chaotisch 
Aus solchen Dreiecken nichtperiodische 
Muster zu legen ist nicht schwer. Man 
lege zehn von ihnen mit den Scheitelwin- 
keln in einem Punkt zusammen, sodass 
ein Zehneck entsteht. Eine Substitutions- 
regel ist ebenfalls schnell gefunden: Man 
unterteile ein Dreieck durch Parallelen zu 
den Seiten in vier kleinere Dreiecke. 
Wendet man die Substitution mit an- 
schließender Vergrößerung hinreichend 
oft an, so erhält man ein beliebig großes 
Zehneck aus Dreiecken (i). Durch Aus- 
beulen entstehen daraus das Zehneck aus 
Kronen und viele Ringe drumherum. 
Wer weit draußen in der Ebene sitzt 
und nicht bis zu einer der Linien sehen 
kann, welche die ursprünglichen Drei- 
ecke voneinander trennen, wird glauben, 
er befinde sich in einem periodischen 
Parkett. Eine Variante dieses Parketts, die 
aus dünnen und dicken Rauten (spitzer 
Winkel 36 beziehungsweise 72 Grad) be- 
steht, spielt auf heimtückische Weise mit 
der Wahrnehmung des Betrachters: In je- 
dem der fünf Sektoren kann er mühelos 
glauben, er schaue auf treppenförmig an- 
geordnete Würfel. Aber an den Grenzen 
bricht diese Illusion zusammen (). 


Ein Beobachter mitten in einem sol- 
chen periodischen Teilfeld merkt viel- 
leicht gar nicht, dass die obere und die 
untere Hälfte des ursprünglichen Parketts 
gegeneinander verschoben wurden und 
die ringförmige Anordnung der Dreiecke 
einer Spirale gewichen ist (j). Erstaun- 
lich: Auch diese Anordnung lässt sich wi- 
derspruchsfrei zu Kronen ausbeulen. 

Diese Konstruktion hängt, wie eini- 
ge andere, nicht an der Fünfersymme- 
trie. Man kann auch 14 entsprechend 
schmalere Dreiecke zu einem Vierzehn- 
eck zusammenlegen und jedes Dreieck 
in viele seinesgleichen verwandeln. Das 
Siebener-Äquivalent der Krone ist ein 
Siebeneck, bei dem drei Seiten nach in- 
nen umgestülpt sind. 

Überhaupt Spiralen! Man hänge zwei 
Kronen - Spitze auf einspringende Ecke 
— ineinander und baue auf beiden den 
gleichen Wurm auf. Wenn man es ge- 
schickt anstellt, umschlingen die Wür- 
mer einander bis ins Unendliche, ohne 
je Lücken zwischen sich zu lassen (k). 

Willi Jeschke weiß auch zu berich- 
ten, dass man mit Aussicht auf Erfolg 
einfach irgendwie chaotisch die Ebene 
mit Kronen zupflastern kann. Manch- 
mal muss man allerdings ein Stück be- 
reits verlegtes Pflaster herausreißen und 
anders wieder einsetzen, weil sich sonst 
unfüllbare Lücken auftun. 

Eine Substitutionsregel für die Kro- 
ne selbst kann es eigentlich nicht geben. 
Jeder Versuch, eine Krone mit kleinen 
Krönchen zu füllen, endet alsbald in ei- 
ner ungefüllten und unfüllbaren Lücke. 
Aber wenn man die puristische Grund- 
haltung ein bisschen lockert, geht es. 
Das Sortiment aus der Krone und einer 
halben dicken Raute erlaubt eine Subs- 
titution durch kleinere Steine desselben 
Sortiments (Bild oben). 

Allerdings sind die kleinen Steine 
schon sehr klein. Bereits nach zwei 
Substitutionsschritten sieht das Muster 
sehr chaotisch aus, obgleich es streng 
nach einer — doppelt angewandten — Re- 
gel gebaut ist. 

Vielleicht sollten sich die Fliesenleger 
doch für die Krone erwärmen. Sie bietet 
ihnen so viel künstlerische Freiheit, dass 
man in seinem Berufsleben nie in die 
Verlegenheit kommen wird, dasselbe 
Muster zweimal zu legen. < 


Weblinks zu diesem Thema finden Sie unter 
www.spektrum.de/artikel/874893. 
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ENDLICHE KREISPACKUNGEN 


Wie viele kreisförmige Kekse 
passen auf ein Kuchenblech? 


Möglichst viele gleiche Kreise in einer begrenzten Fläche unterzubringen 


ist überraschend trickreich. 


Von Ian Stewart 


s gibt ein Partyspiel namens »Sar- 

dinen«, bei dem es darum geht, 
möglichst viele Leute in einen Kleider- 
schrank zu packen. Mathematiker haben 
ein ähnliches Spiel; da sie sich aber mit 
den Körperformen von Fischen oder 
Menschen nicht im einzelnen auseinan- 
dersetzen mögen — zumindest nicht be- 
ruflich —, spielen sie lieber mit Kreisen. 
Wie groß ist der kleinste quadratische 
Kasten, in den man 49 Milchflaschen 
aufrecht stehend packen kann? 

Oder, wissenschaftlicher ausgedrückt: 
Wie groß darf der Radius eines Kreises 
höchstens sein, wenn 49 Exemplare da- 
von ohne Überlappung in ein Einheits- 
quadrat passen sollen? Kekse auf ein 
quadratisches Kuchenblech, runde Men- 
schen in einen quadratischen Kleider- 


schrank - in der Abstraktion ist das alles 
dasselbe. 

Daß diese beiden Probleme äquiva- 
lent sind, ist leicht einzusehen: Eine Lö- 
sung des einen liefert nach einer ein- 
fachen Skalierung eine Lösung des ande- 
ren. Vorausgesetzt natürlich, daß man 
keine Flasche auf den Kopf stellt oder 
auf die Seite legt. 

Solche Packungsprobleme mit äuße- 
rer Begrenzung gehören zu dem jungen 
und erstaunlich schwierigen Gebiet der 
kombinatorischen Geometrie. Fast alles, 
was man darüber weiß, stammt aus dem 
Jahre 1960 oder aus späterer Zeit. 

Ein quadratischer Kasten, in den man 
49 Milchflaschen vom Durchmesser 1 pa- 
cken kann, müßte die Seitenlänge 7 ha- 
ben: Man stellt einfach 7:7 Flaschen zei- 
len- und spaltenweise in Reih und Glied. 
Einleuchtend — aber falsch. Kari J. Nur- 


mela und Patric R. J. Östergärd von der 
Technischen Universität Helsinki fanden 
1997 eine Möglichkeit, 49 Kreise in ein 
etwas kleineres Quadrat zu packen. Der 
deutsche Mathematiker Gerhard Wenge- 
rodt hatte zuvor gezeigt, daß die Quadrat- 
packung für 1, 4, 9, 16, 25 und 36 Kreise 
optimal ist, nicht aber für 64, 81 und alle 
größeren Quadratzahlen. 

Je größer die Anzahl der Kreise, des- 
to eher neigt ihre optimale Anordnung 
dazu, vom Quadratgitter abzuweichen. 
Denn in der unendlich ausgedehnten 
Ebene ist eine andere Packung die dich- 
teste: die hexagonale, bei der jeder Kreis 
von sechs anderen umgeben ist. Eine 
quadratische Begrenzung paßt nicht zu 
einer hexagonalen Packung; es würden 
große Lücken bleiben. Deshalb ist bei 
kleinen Anzahlen von Kreisen die Qua- 
dratgitter-Packung optimal. Je mehr 
Kreise es werden, desto mehr läßt die 
Wirkung des Randes nach, so daß Lö- 
sungen, die einer hexagonalen Packung 
nahe kommen, besser sind. Packungs- 
probleme für begrenzte Gebiete sind et- 
was anderes als für die gesamte Ebene. 

Die Arbeit »Packen und Überdecken 
mit Kreisen«, mit der Hans Melissen im 
Dezember 1997 in Utrecht (Niederlande) 


promoviert hat, enthält die nach meiner 


Wie packt man eine gegebene Anzahl gleicher, mög- 
lichst großer Kreise in ein Quadrat? Eine Umformulie- 
rung des Problems erleichtert die Lösung. Man stelle 
die Kreise durch ihre Mittelpunkte dar. Der Durch- 
messer der Kreise ist gleich der kleinsten Entfernung 
zwischen irgendzwei dieser Punkte zu 
wählen; genau dann stoßen nämlich 
die zugehörigen Kreise zusammen, und 
an keiner Stelle überlappen sich zwei 
Kreise. Die repräsentierenden Mittel- 
punkte dürfen auf dem Rande des vio- 
lett eingezeichneten Qua- 
drats liegen; das Quadrat, 
in das am Ende die Kreise 
passen, ist auf allen Sei- 
ten um einen Radius brei- 
ter. Die Bilder zeigen Lö- 
sungen des Problems für 
2 bis 15 Kreise. In einigen 
Lösungen, etwa derjeni- 
gen fürn=13, bleiben ein- 
zelne Kreise beweglich. 


n=2 n=3 n=4 n=5 n=6ba 
n=6b n=7 n=8 n=9 n=10 
Die Aufgabe, eine gege- 
bene Anzahl gleich großer 
Kreise in einen möglichst 
kleinen Kreis zu packen, 
läßt sich auf dieselbe Wei- n=1la n=11b n=12 


se auf ein Punkteanord- 
nungsproblem zurückfüh- 
ren. Bei sechs Punkten gibt 
es zwei gleich optimale 
Anordnungen: ein Fünfeck 
plus Mittelpunkt - mit et- 
was Bewegungsfreiheit für die Ecken - 
und ein Sechseck mit viel Platz in der 
Mitte. Auch in anderen Fällen, zum Bei- 
spieln=11 und n=13, gibt es mehrere 
optimale Anordnungen. 


n=13a 
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ENDLICHE KREISPACKUNGEN 


Kenntnis beste und vollständigste Unter- 
suchung solcher Fragen. 

Über die Aufgabe, eine gegebene An- 
zahl gleicher Kreise in ein festes Quadrat 
zu packen und dabei den Kreisradius zu 
maximieren, scheint zuerst 1960 etwas 
gedruckt worden zu sein. Damals vermu- 
tete Leo Moser eine Lösung für acht 
Kreise. Diese Vermutung wurde kurze 
Zeit später bestätigt und löste weitere Ver- 
öffentlichungen zu verschiedenen Anzah- 
len von Kreisen aus. Jonathan Schaer, da- 
mals an der Universität von Alberta (Ka- 
nada) und einer derjenigen, die Mosers 
Vermutung bewiesen hatten, publizierte 
1965 Lösungen für bis zu neun Kreise. Er 
merkte an, daß Lösungen für bis zu fünf 
Kreise leicht zu finden seien, und schrieb 
die Lösung für sechs Kreise Ronald Gra- 
ham zu, der nach über 35 Jahren bei den 
Bell Laboratories jetzt an der Universität 
von Kalifornien in San Diego arbeitet. 

Die Mathematiker formulieren das 
Problem meist so um, daß die Kreise 
selbst gar nicht mehr auftauchen. Wenn 
zwei gleiche Kreise einander berühren, 


Ss 
Il 
I) 
Ss 
Il 
w 
Ss 
l 
> 


S 
Il 
[e)} 


Ss 
Il 
oo 


Ss 
Il 

[61] 

Q 

Ss 

Il 

N o 

= o2 


Ss 
II 

- 

[o} 
Ss 
Il 

ae 

far 


Ss 
I 
- 
> 


n=16b 


> 


Eine dreieckige Umrandung begünstigt die 
hexagonale Anordnung. 
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ist die Entfernung zwischen ihren Mit- 
telpunkten gleich dem Kreisdurchmes- 
ser. Und wenn ein Kreis eine gerade 
Grenzlinie berührt, liegt sein Mittel- 
punkt auf einer Parallelen zu der Grenz- 
linie, die von dieser um einen Kreis- 
radius entfernt ist. Wenn wir die Kreise 
durch deren Mittelpunkte repräsentie- 
ren, läßt sich das Problem also folgen- 
dermaßen formulieren: »Lege 49 Punkte 
(Mittelpunkte) so in ein gegebenes Qua- 
drat, daß die minimale Entfernung zwi- 
schen irgendzwei dieser Punkte mög- 
lichst groß wird.« Der Durchmesser der 
Kreise ist dann diese Minimalentfer- 
nung. Aber das Quadrat ist nicht das 
Originalquadrat, sondern ein kleineres, 
dessen Seiten um den Betrag des Radius 
nach innen verschoben sind. 

Der Vorteil dieser Formulierung liegt 
in ihrer größeren Einfachheit. Optimale 
Anordnungen für bis zu 15 Punkte fin- 
den Sie im linken Bild auf S. 47. 

Schwieriger ist die Aufgabe, Kreise 
(oder eben Punkte) in einen großen Kreis 
zu packen. Die erste bekannte Veröffent- 
lichung zu dieser Frage ist die Doktor- 
arbeit von Boele L.J. Braaksma von der 
Universität Groningen (Niederlande) aus 
dem Jahre 1963, die eigentlich von einer 
technischen Frage aus der Analysis han- 
delt. Im Zuge seiner Untersuchungen ver- 
mutete Braaksma eine optimale Anord- 
nung von acht Punkten. Später fand er 
einen Beweis, den er aber nie veröffent- 
lichte. Für bis zu elf Kreise sind heute op- 
timale Lösungen bekannt. Für 12 bis 20 
Kreise gibt es Vermutungen, aber bislang 
stehen Beweise aus (Bild S. 47 rechts). 

Der erste Beweis für 11 Punkte 
stammt von Melissen. Er zerlegt zunächst 
die Kreisfläche in merkwürdig geformte 
Gebiete, schätzt dann gewisse Abstände 
ab und gewinnt daraus die Aussage, daß 
einige dieser Gebiete höchstens einen der 
zu plazierenden Punkte enthalten kön- 
nen. Auf diese Weise gewinnt er immer 
präzisere Aussagen über die Verteilung 
der Punkte und kann schließlich zeigen, 
daß acht der Punkte auf dem Rand des 
umgebenden Kreises liegen müssen. Die 
Methode ist raffiniert und setzt eine ge- 
schickte Wahl der Zerlegung voraus. 
Dennoch ist sie so allgemein, daß sie 
sich, geeignet modifiziert, auch auf ande- 
re derartige Probleme anwenden läßt, oft 
mit zusätzlicher Unterstützung durch 
Computerprogramme. 

Packungen innerhalb eines gleichsei- 
tigen Dreiecks sind besonders interes- 
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Anordnungen von Punkten mit maximalem 
Minimalabstand auf der Oberfläche einer 
Halbkugel 


sant, weil diese Form gut zur hexagona- 
len Packung paßt. Beim Pool-Billard hat 
der Rahmen, in den die Bälle anfänglich 
einsortiert werden, die Form eines 
gleichseitigen Dreiecks, und die Bälle lie- 
gen darin in einem hexagonalen Gitter. 
Solche Packungen wurden zuerst nur für 
solche Fälle untersucht, in denen die An- 
zahl der Kreise eine Dreieckszahl ist, das 
heißt von der Form 1+2+3+...+n. In 
diesem Falle ist es einfach: 1, 3, 6, 10, 15 
... Kreise lassen sich als Teil eines per- 
fekten hexagonalen Gitters anordnen. 

Über die ganze Ebene gesehen ist die 
Hexagonalpackung am dichtesten. Das 
glaubt zwar jeder, aber erst 1892 konnte 
Axel Thue es auch beweisen. Daher ist 
höchst plausibel anzunehmen, daß diese 
Art der Packung innerhalb eines gleichsei- 
tigen Dreiecks optimal ist, wenn die An- 
zahl der zu packenden Kreise eine Drei- 
eckszahl ist. Und es stimmt tatsächlich, 
aber ein Beweis dafür ist recht trickreich. 
Melissen gibt einen besonders schönen 
an. Auch findet er (mit Beweis) optimale 
Anordnungen für 12 und weniger Punkte 
und stellt Vermutungen für 16, 17, 18, 
19 und 20 Punkte auf (Bild links). 

Das Packungsproblem kann man so- 
gar auf gekrümmten Oberflächen stellen. 


SPEKTRUM DER WISSENSCHAFT - DOSSIER 2/08: LUSTVOLLE GEOMETRIE 


Im Jahre 1930 fragte der niederländische 
Botaniker Pieter M. L. Tammes nach op- 
timalen Packungen von Kreisen auf der 
Oberfläche einer Kugel (Spektrum der 
Wissenschaft 9/1992, S. 12). Melissen 
betrachtet eine Variante des Problems 
von Tammes, bei der die Fläche eine 
Halbkugel statt einer Kugel ist. Er be- 
weist Resultate für sechs und weniger 
Punkte, kann aber für 7 bis 15 Punkte 
nur Vermutungen aufstellen (Bild links 
oben). R.H. Hardin, N.J.A. Sloane und 
W.D. Smith haben mit Computerpro- 
grammen mutmaßlich optimale Lösun- 
gen für 4 bis 130 Punkte auf der Kugel- 
oberfläche gefunden oder wiederentdeckt, 
und das gleich in drei- bis fünfdimensio- 
nalen Räumen (http://www. research.att. 
com/-njas/packings/index.html). Ganz 
ehrgeizige Leser können sich an der Auf- 
gabe versuchen, Kugeln in dreidimensio- 
nale Kisten zu packen. 

Im Jahre 1985 veröffentlichte die Zeit- 
schrift »Nature« eine kurze Notiz von 
Alexander A. Berezin von der McMaster- 
Universität in Ontario. Sie handelte von 
Konfigurationen minimaler Energie, die 
geladene Teilchen innerhalb einer Kreis- 
scheibe einnehmen. Das klingt nach 
Kreispackungsproblem, weil die Teilchen 
einander abstoßen. Nur kommt es dies- 
mal nicht auf den Abstand selbst an, son- 
dern auf das Kräftegleichgewicht: Das 
System minimiert seine Gesamtenergie. 
Wie auch immer, die vorherrschende Mei- 
nung war, daß die Teilchen einander an 
den Rand der Scheibe drücken sollten. 
Aber Berezins numerische Rechnungen 
zeigten, daß bei 12 bis 400 Punktla- 
dungen die Verteilung mit einer Ladung 
in der Mitte und dem Rest auf dem Rand 
eine kleinere Energie hat, als wenn alle La- 
dungen auf dem Rand säßen. 

Die Diskrepanz zwischen der physi- 
kalischen Intuition und Berezins Rech- 
nungen konnte schließlich zugunsten der 
ersteren geklärt werden. Die Lösung nied- 
rigerer Energie ist nicht stabil gegen klei- 
ne Verschiebungen der Mittelpunktsla- 
dung: Sowie sie ein wenig von ihrer Posi- 
tion abweicht, wird sie gegen den Rand 
der Scheibe gedrückt. 

Das Problem ist aber immer noch in- 
teressant. Beispielsweise gibt Melissen den 
ersten strengen Beweis dafür, daß Bere- 
zins numerische Ergebnisse wirklich rich- 
tig sind. Trotz aller technischen Schwie- 
rigkeiten werden also zur Zeit auf diesem 
Gebiet allerlei Fortschritte gemacht. Und 
ich freue mich schon auf weitere. <|I 
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Kreispackungen 


Zu einer Konstruktion des antiken Geometers Apollonios von Perge 


gibt es überraschende Neuigkeiten - mehr als 2000 Jahre danach. 


Von Christoph Pöppe 


nendlich viele Kreise sind dicht an 

dicht in einen großen umfassenden 
Kreis eingebettet — zumindest theore- 
tisch (Bilder nächste Doppelseite). Ir- 
gendwann hat zwar das Programm, das 
diese Bilder gezeichnet hat, seine Arbeit 
eingestellt, und wer genau hinschaut, 
sieht sogar, dass ein paar Kreise fehlen. 
Aber im Prinzip passt in jeden Zwickel 
zwischen drei einander berührenden 
Kreisen noch ein vierter. Der lässt drei 
noch kleinere Zwickel unbedeckt, und 
so weiter ... Wie ist eine solche Kreispa- 
ckung konstruiert? 

Drei Kreise beliebiger Größe kann 
man stets so anordnen, dass jeder jeden 
berührt, häufig sogar auf mehrere ver- 
schiedene Weisen. Der dritte Kreis darf 
die beiden ersten auch umschließen oder 
von zwei Kreisen der eine gänzlich im an- 
deren stecken, sodass der innere Kreis nur 
in einem Punkt am Umfang des äußeren 


vierten Kreises ausschließlich Zirkel und 
Lineal zu verwenden. 

Es geht mit Zirkel und Lineal, wenn 
auch nicht ganz einfach. Apollonios von 
Perge (etwa 262-190 v. Chr.) hat die 
Lösung des Problems ausgearbeitet, das 
heute apollonisches Berührungsproblem 
heißt: zu drei gegebenen Kreisen einen 
vierten zu finden, der alle drei berührt. 
Das Problem hat im Allgemeinen acht 
Lösungen; wenn aber die drei Kreise sich 
bereits berühren, sind es nur zwei. Falls 
einer der drei gegebenen Kreise die an- 
deren umschließt, entstehen zwei Zwi- 
ckel, die jeder mit einem Kreis gefüllt 
werden können; im anderen Fall sind die 
beiden Lösungen, wie oben beschrieben, 
ein äußerer und ein innerer Kreis. 

Im 17. Jahrhundert schuf Rene Des- 
cartes (1596-1650) die Koordinaten- 
geometrie: Aus Punkten in der Ebene 
wurden Paare reeller Zahlen, und jeder 
Konstruktionsschritt mit Zirkel und Li- 
neal lief nunmehr auf die Lösung einer 


Die Entdeckung, dass sich n +2 Sphären im IR’ 
küssen können, löste romantische Gefühle aus 


anliegt. Dass drei Kreise an einem ein- 
zigen Punkt zusammengeklemmt sind, 
gilt allerdings als »langweiliger« Fall, der 
hier nicht weiter betrachtet werden soll. 
Aber der vierte! Der ist in seinen 
Möglichkeiten stark eingeschränkt. Man 
werfe ein kreisförmiges Lasso über drei 
einander von außen berührende Kreise 
und ziehe es stramm — wobei es streng 
kreisförmig bleiben muss. Oder man set- 
ze einen kreisförmigen Luftballon in den 
Zwickel zwischen den drei Kreisen und 
blase ihn auf, bis er überall anstößt. 
Irgendwie ist einem klar, dass die- 
ses Verfahren stets funktioniert und zu 
einem eindeutigen Ergebnis führt. Aber 
für einen echten Geometer ist das unge- 
fähr wie Spielen im Dreck. Existenz und 
Eindeutigkeit aus der physikalischen An- 
schauung entnehmen, Approximieren, 
am Ende noch Grenzwerte bilden - igitt! 
Nach dem klassischen griechischen Rein- 
heitsgebot sind für die Konstruktion des 
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linearen (Lineal) oder quadratischen 
Gleichung (Zirkel) hinaus. Die beiden 
Lösungen des apollonischen Problems 
bestehen aus jeweils drei Zahlen, die den 
gesuchten Kreis vollständig charakterisie- 
ren: eine für den Radius und zwei für die 
Koordinaten des Mittelpunkts. 

Die Gleichungen, die zu einer geo- 
metrischen Konstruktion gehören, sind 
im Allgemeinen nicht besonders ansehn- 
lich. Aber für das apollonische Berüh- 
rungsproblem fand Descartes eine hüb- 
sche Formulierung, mit einem Trick: An- 
stelle der Kreisradien selbst betrachtete 
er deren Kehrwerte, die so genannten 
Krümmungen. Wenn b,, b, b, und 5, 
die Krümmungen von vier Kreisen sind, 
deren jeder jeden berührt, dann gilt 


1 
bi+b2+ba+by = —(bı+ba+b3+ba)” 


Diese Formel gilt für innen wie außen 
liegende Kreise gleichermaßen. Nur ist 
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die Krümmung des alle umschließenden 
Kreises mit dem negativen Vorzeichen zu 
nehmen. Einer oder zwei der vier Werte 
dürfen null sein; ein Kreis mit der 
Krümmung null ist eine Gerade. 

In späteren Jahrhunderten ist die 
Descartes’sche Kreisgleichung mehrfach 
von anderen Mathematikern wiederent- 
deckt und neu bewiesen worden. Frede- 
rick Soddy (1877-1956), im Hauptbe- 
ruf Chemiker und 1921 mit dem Nobel- 
preis für die Entdeckung der Isotope 
geehrt, fand 1936 eine Verallgemeine- 
rung von Kreisen auf Sphären (Hohl- 
kugeln) in drei Dimensionen (Spektrum 
der Wissenschaft 7/1998, S. 80), und ein 
Jahr später konnte Thorold Gossett zei- 
gen, dass ein analoger Satz auch im n-di- 
mensionalen Raum gilt. 


Bei Kugeln hat es sich eingebürgert, von 
»küssen« statt von »berühren« zu spre- 
chen. Obendrein mag die Entdeckung, 
dass im »-dimensionalen Raum jede von 
n+2 Sphären alle »+1 anderen zugleich 
küssen kann, bei beiden Forschern ro- 
mantische Gefühle ausgelöst haben; je- 
denfalls haben beide Forscher ihre Ent- 
deckungen in der Zeitschrift »Nature« in 
Gedichtform veröffentlicht. 

Damit konnte das Feld als abgegrast 
gelten. Niemand hätte gedacht, dass eine 
Formel von der klassischen Schönheit der 
Descartesschen Kreisgleichung noch der 
Entdeckung harrte. Aber es gibt sie. Al- 
lan R. Wilks von den AT&T-Laborato- 
rien in Florham Park (New Jersey) ist 
durch Zufall auf sie gestoßen. Zusam- 
men mit ihm haben seine Kollegen Ro- 
nald L. Graham, Jeffrey C. Lagarias und 
Colin L. Mallows sowie Catherine H. 
Yan von der Texas AXM University die 
Entdeckung zu einer großen Theorie aus- 
gearbeitet, die inzwischen weit in andere 


Gebiete der Mathematik wie Zahlenthe- : 


orie und Gruppentheorie hineinreicht. 
Die neue Formel leistet für die Koor- 
dinaten der Kreismittelpunkte dasselbe 
wie die Descartessche Formel für die 
Krümmungen. Sie verknüpft sie zu einer 
einzigen, quadratischen Gleichung, in der 
sie alle vier gleichberechtigt vorkommen: 


(b1z1)° + (b222)” + (b323)? + (baza)” 
1 
= „bazı + baza + b323 + baz4)” 


Dabei sind die Kreismittelpunkte z, bis 
z, als komplexe Zahlen aufzufassen. 
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Eine komplexe Zahl ist zunächst 
nichts weiter als ein Paar gewöhnlicher 
(reeller) Zahlen, wie die Koordinaten 
eines Punktes in der Ebene. Deswegen 
werden auch die komplexen Zahlen mit 
den Punkten der Ebene identifiziert. Die 
x-Achse des klassischen Koordinatensys- 
tems entspricht den reellen Zahlen und 
die y-Achse den »imaginären Zahlen«, 
das heißt den Vielfachen der Wurzel aus 
—1, die auch mit ; bezeichnet wird. Man 
rechnet mit den komplexen Zahlen for- 
mal genauso wie mit den reellen, muss 
sich allerdings gelegentlich daran erin- 
nern, dass i?=-1 ist. 

Wenn drei der vier Kreise bekannt 
sind, dann sind sowohl die klassische als 
auch die erweiterte Descartessche Kreis- 
formel quadratische Gleichungen für die 
Daten (Krümmung und Mittelpunkt) 
des vierten Kreises. Zu drei vorhandenen 
Kreisen ist also ein vierter, apollonischer 
Kreis mit mäßiger Mühe auszurechnen. 


Genauer gesagt: zwei vierte Kreise, denn 
eine quadratische Gleichung hat im All- 
gemeinen zwei Lösungen. 

Es kommt noch schöner. Wenn man 
schon vier apollonische Kreise (ein »apol- 
lonisches Quadrupel«) hat, kann man ei- 
nen beliebigen von ihnen genauer in Au- 
genschein nehmen (und die drei anderen 
für den Moment als festgelegt ansehen). 
Er ist dann die eine Lösung einer qua- 
dratischen Gleichung, und die andere 
Lösung berührt ebenfalls die drei festge- 
legten Kreise. Nun gilt allgemein: Wenn 
man eine Lösung einer quadratischen 
Gleichung hat, dann ist die andere nicht 
mehr schwer. In der berüchtigten »Mit- 
ternachtsformel«, die man in der Schule 
für die Lösung einer quadratischen Glei- 
chung lernt, muss man nur das Vorzei- 
chen vor der Wurzel umdrehen; oder 
man wendet die Vietasche Wurzelformel 
an, die einem ebenfalls das Wurzelziehen 


erspart. 


Das heißt: Hat man erst ein apollo- 
nisches Quadrupel, dann kann man dar- 
aus durch relativ einfache Rechenschritte 
vier weitere machen, die sich von dem 
ursprünglichen durch jeweils genau ei- 
nen Kreis unterscheiden: Man ersetzt je- 
weils einen Kreis durch seinen Kollegen 
vom anderen Vorzeichen. Aus jedem 
neuen Quadrupel macht man wieder 
drei neue (das vierte führt auf das Vor- 
gängerquadrupel zurück), und so weiter. 
Mit jedem Rechenschritt verdreifacht 
sich die Anzahl der Kreise. Dabei werden 
die verbleibenden Zwickel zwar immer 
mehr, in ihrer Gesamtfläche aber ver- 
schwindend gering. 

Wilks und seine Kollegen entdeckten 
noch mehr: Wenn die Krümmungen des 
Ur-Quadrupels ganze Zahlen sind, dann 
gilt das für sämtliche daraus entstehen- 
den Quadrupel. Und nicht nur das: 
Auch die Koordinaten der Mittelpunkte 
haben eine besonders einfache Form. Sie 


Apollonische Kreispackung mit den Krüm- 
mungen b,=-3 (für den Außenkreis), b,=5, 
b,=b,=8. Kreise, die durch die gleiche An- 
zahl an Iterationen entstehen, tragen glei- 
che Farben. 


b,=-3, b,=4, b,=12, 
b,=13. Die Farbe der 
Kreise hängt nur von 
ihrer Größe ab. 


b,=-6, b,=11, b,=14, b,=15. 
Apollonische Kreispackungen sind 
nicht unbedingt symmetrisch. 


sind zwar nicht selbst ganzzahlig — wie 
sollten auch sonst unendlich viele Kreise 
in einen großen Kreis passen? —, aber das 
Produkt aus Krümmung und Mittel- 
punktskoordinaten ist jeweils eine ganze 
Zahl. Das hängt damit zusammen, dass 
man die zweite Lösung einer quadra- 
tischen Gleichung mit Hilfe der ersten 
einfach berechnen kann, ist aber deswe- 
gen keineswegs selbstverständlich. Die 
Frage, welche Quadrupel ganzer Zahlen 
überhaupt die Descartessche Kreisglei- 
chung erfüllen und deshalb als Ur-Qua- 
drupel dienen können, führt in unge- 


ahnte Tiefen der Zahlentheorie. 


Spiegelkabinett mit 
Kreisspiegeln 
Das Verfahren, das aus dem einen vierten 
Kreis den anderen vierten Kreis macht, 
ist eine Abbildung (»Funktion«) im ma- 
thematischen Sinne des Wortes, nämlich 
eine Vorschrift mit eindeutigem Ergeb- 
nis, die auf jeden beliebigen und nicht 
nur auf diesen speziellen Kreis anwend- 
bar ist. Darüber hinaus ist es sogar im 
geometrischen Sinne eine Abbildung, 
und zwar eine so genannte Spiegelung 
am Kreis. Diese auch Inversion genannte 
"Transformation kehrt das Innere eines 
bestimmten Kreises zuäußerst und um- 
gekehrt. Dabei wird ein Kreis wieder in 
einen Kreis verwandelt, es sei denn, er 
ginge durch den Mittelpunkt des Inver- 
sionskreises. In diesem Fall wird er zu ei- 
ner Geraden, und umgekehrt. Zweimal 
eine Inversion an demselben Kreis führt 
jeden Punkt auf sich selbst zurück: Die 
Inversion ist, wie die gewöhnliche Spie- 
gelung, ihre eigene Umkehrabbildung. 
Der Inversionskreis für unsere Abbil- 
dung ist derjenige eindeutig bestimmte 
Kreis, der auf den drei festen Kreisen 
senkrecht steht. Ein Urquadrupel defi- 
niert also vier verschiedene Inversionen, 
denn es gibt vier Möglichkeiten, aus den 
vier Urkreisen drei auszuwählen. Wendet 
man nun auf einen Kreis des Urquadru- 
pels (oder einen beliebigen Kreis der 
apollonischen Packung) diese vier Inver- 
sionen in beliebiger Folge an, landet man 
bei einem anderen Kreis der Packung. 
Zweimal unmittelbar hintereinander die- 
selbe Inversion anzuwenden wäre aller- 
dings Zeitverschwendung, weil sie dem 
Nichtstun gleichkäme. Auf diesem Wege 
kann man systematisch alle Kreise der 
Packung erzeugen — ein (Kreis-)Spiegel- 
kabinett mit unendlichen vielen Spiegel- 
bildern auf begrenztem Raum! Alle 
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Kombinationen der vier Inversionen bil- 


den eine sehr interessante Gruppe im 
mathematischen Sinne, eine so genannte 
Klein’sche Gruppe (Spektrum der Wis- 
senschaft 1/2008, S. 72). Das gilt auch 
dann, wenn die Krümmungen des Ur- 
Quadrupels nicht ganzzahlig sind. 

Mehrere Abbildungen in immer wie- 
der verschiedenen Folgen auf ein Aus- 
gangsobjekt angewendet — das ist ein be- 
liebtes Rezept zur Erzeugung von Frak- 
talen, das unter dem Namen »iterierte 
Funktionensysteme« bekannt geworden 
ist. In der Tat sind apollonische Packun- 
gen Fraktale, auch wenn ihnen eine von 
deren Lieblingseigenschaften fehlt, näm- 
lich die Selbstähnlichkeit. 

Die Mathematiker haben auch nicht 
versäumt, die Menge zu studieren, die 
übrig bleibt, wenn man all die unendlich 
vielen Kreise wegnimmt. Ihre Fläche ist 
null, aber ihre Länge — man kann theo- 
retisch alle Kreisränder zeichnen, ohne 
den Stift abzusetzen — ist unendlich, und 
ihre Dimension liegt zwischen 1 und 2: 
mehr als eine Linie, weniger als eine Flä- 
che — gebrochen eben, wie der Name 
»Fraktal« sagt. Die neuesten Schätzungen 
liegen bei 1,30568. <I 


Selbstinverse Fraktale, apollonische Netze 
und Seife. Von Benoit Mandelbrot. Kapitel 18 
in »Die Fraktale Geometrie der Natur«, Birk- 
häuser, Basel 1987 


Circle Game. Von Ivars Peterson in: Science 
News, Bd. 159, S. 254, 21. April 2001 


Beyond the Descartes Circle Theorem. Von 


Jeffrey C. Lagarias, Colin L. Mallows und Al- 
lan R. Wilks, 2001. Online über www.arxiv. 
org: math.MG/0101066 


Apollonian Circle Packings. Vier Preprints 
mit verschiedenen Untertiteln von RonaldL. 
Graham et al., 2001. Online über www.arxiv. 
org: math.NT/0009113; math. MG/0010298; 
math.MG/0010302; math. MG/0010324 
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oa in reines Logikspiel für eine einzige 

= Person erobert binnen weniger Mo- 

= nate ganze Kontinente: Das war der un- 

& glaubliche Siegeszug des Rubik-Würfels, 

< für den sich Anfang der 1980er Jahre 

x Hunderte von Millionen von Menschen 

je begeisterten. Es sieht ganz so aus, als 

= würde sich die Geschichte wiederholen. 

o Angeblich ging damals in Konstruk- 
tionsbüros und Universitätsinstituten die 

= Produktivität steil nach unten, weil die 

< Leute ihre Finger nicht von den Rubik- 

ke Würfeln lassen konnten. Heute drohen 

er Termine zu platzen und Beziehungen zu 

Lu zerbrechen, weil die Leute unansprechbar 

nn! .. . . . * 

au über einem kleinen Quadrat mit ein paar 

un Zahlen darin hängen. Es hat mich be- 


trächtliche Überwindung gekostet, diesen 
Artikel zu schreiben. Hat mich mein Ge- 
wissen geplagt, weil ich dadurch der wei- 
teren Verbreitung der Seuche Vorschub 
leiste? Mitnichten! Die Epidemie ist oh- 
nehin nicht aufzuhalten. Das Problem 
war vielmehr, dass ich meine Sudokus ein 
Weilchen beiseite legen musste, um über 
Sudokus zu schreiben; und das war hart. 
Die Regeln des Spiels sind geradezu 
aufreizend einfach. Ein quadratisches 


Vier Sudokus unterschiedlicher Schwierig- 
keit zum Angewöhnen. Lösungen auf $. 78 


Eine neue Krankheit befällt die Gehirne denkender Menschen und hat 
ein hohes Suchtpotenzial. Zu Risiken und Nebenwirkungen lesen 
Sie den folgenden Artikel und fragen Sie Ihren Arzt oder Lebenspartner. 


Schema aus 9 9 Feldern ist in neun Un- 
terquadrate (»Kästchen«) zu je 3 3 Feld- 
ern unterteilt. In einige der 81 Felder 
sind zu Spielbeginn Zahlen zwischen 1 
und 9 eingetragen. Nun gilt es, die leeren 
Felder, ebenfalls mit Zahlen von 1 bis 9, 
auszufüllen. Dabei darf keine Zahl zwei- 
mal in ein und derselben Zeile oder Spal- 
te auftreten — und auch nicht zweimal 
in ein und demselben Kästchen. Die An- 
fangsbelegung der Felder sollte so sein, 
dass das Problem eine eindeutige Lösung 
hat. Im Bild unten sehen Sie vier Sudo- 
kus mit aufsteigender Schwierigkeit. 


Einsame Zahlen 

Die im Westen gebräuchliche Bezeich- 
nung Sudoku leitet sich ab von japanisch 
su »Zahl« und doku veinzig«. Die Japaner 
selbst haben allerdings dem Spiel einen 
Namen gegeben, der für ihre Ohren exo- 
tisch klingt: »Number Place« (»Zahlen- 
stelle«). Auch wenn ein Sudoku üblicher- 
weise mit Zahlen geschrieben wird: Es 
gibt bei seiner Lösung nichts zu rechnen! 
Statt mit Zahlen könnte man die Felder 
des Sudoku auch mit neun anderen Sym- 
bolen ausfüllen: Buchstaben, Farben, klei- 
nen Bildchen oder sonstigen Zeichen. Es 
handelt sich also um ein Kombinations- 
spiel; zu seiner Lösung braucht man nur 
strenges logisches Denken - und Geduld. 
Einige Lösungstechniken werden im Kas- 
ten auf S. 54/55 erläutert. 


Sudoku oder die einsamen Zahlen 


Die ersten Sudokus wurden im Mai 
1979 auf S. 6 von Heft 16 der amerika- 
nischen Zeitschrift »Dell Pencil Puzzles 
and Word Games« veröffentlicht. Ihr Au- 
tor Howard Garns, ein pensionierter Ar- 
chitekt, starb 1989 (oder 1981, die Quel- 
len sind sich da nicht einig) in Indiana- 
polis, ohne den weltweiten Erfolg seines 
Spiels erlebt zu haben. Garns wie auch 
die anderen Autoren der ersten Sudokus 
erzeugten ihre Aufgaben von Hand. 

Von den Vereinigten Staaten wan- 
derte das Spiel zunächst nach Japan, wo 
es seinen heute — im Westen — gebräuch- 
lichen Namen erhielt. Den aktuellen Pu- 
blikumserfolg verdankt es Wayne Gould, 
einem neuseeländischen Richter im 
Ruhestand, der in Hongkong lebt. Er 
schrieb ein Programm, das Anfangsspiel- 
situationen automatisch erzeugt. Ende 
2004 begann die »Times« seine Sudoku- 
Probleme regelmäßig zu veröffentlichen; 
im Januar 2005 zog der »Daily Tele- 
graph« nach. Seither drucken Zeitungen 
in aller Welt Sudoku-Aufgaben ab. Zeit- 
schriften und Bücher, die sich speziell 
dem Spiel widmen, folgten. 

Alle, die sich an diesem Spiel versu- 
chen, finden schnell Gefallen an ihm; ge- 
legentlich werden sie so besessen davon, 
dass sie nicht mehr aufhören können. 
Seien Sie vorsichtig mit Ihrer Zeitpla- 
nung: Im Internet finden Sie mehr Auf- 
gaben, als Sie jemals lösen können! Über 


leicht 


mittel 


schwer 


ALLE GRAFIKEN DIESES ARTIKELS: POUR LA SCIENCE 


höllisch 
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Dieses Sudoku mit nur 17 Vorgaben gibt aus- 
reichend Anlass zum Grübeln. Es ist eindeu- 
tig lösbar! Lösung auf $. 78 


die üblichen Stadien Gewöhnung und 
Abhängigkeit entwickelt sich die Sudoku- 
manie zu einer veritablen Sucht — der 
auch ich vorübergehend erlegen bin. 


Das süße Gift des Teilerfolgs 

Ein wesentlicher Suchtfaktor ist zweifel- 
los die Art und Weise, wie sich die Par- 
tien entwickeln. Am schwierigsten ist es, 
die ersten Zahlen zu setzen. Mit jedem 
ausgefüllten Feld kommt man der Lö- 
sung näher, und im weiteren Verlauf legt 
das Spiel auch an Tempo zu. Gelegent- 
lich aber bleibt man stecken, obwohl nur 
noch wenige Felder frei sind. So kurz vor 
dem Ziel zu scheitern — diese Frustration 
tut man sich nicht an! Vielmehr verdop- 
pelt man seine Mühen: »Wer ist stärker? 
Ich oder dieses lumpige Zahlenquadrat?« 
In diesem Stadium ist von jeder Störung 
des Spielers dringend abzuraten. Gelingt 
es ihm schließlich, das Spielfeld vollstän- 
dig auszufüllen, so überströmt ihn ein 
solches Glücksgefühl, dass er sich alsbald 
an das nächste Sudoku macht. Der 
Übungsgewinn verstärkt das Erfolgser- 
lebnis und die Abhängigkeit, bis der 
Süchtige nachts von den Zahlen in den 
kleinen Feldern träumt. 

Sudoku bietet ein gutes Training im 
abstrakten Denken. Im Mathematik- 
unterricht kann es der reinen Logik At- 
traktivität verleihen. Und wenn eine 
ganze Klasse sudokusüchtig wird — den 
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KUPFERSTICH, 


AUS: ALBRECHT DÜRER, MELEN! 


Lehrer wird es freuen, denn die Schüler 
sind so ruhig wie nie. 

Manche Leute behaupten, Sudoku- 
spielen halte das Fortschreiten der Alz- 
heimer-Krankheit auf. Ich bin nicht si- 
cher, ob das ernst zu nehmen ist; aber 
zweifellos beschäftigt die kombinato- 
rische Denkarbeit eine große Anzahl an 
Neuronen und hält das Gehirn durch in- 


tensives Training frisch und munter. 


Der nächste Verwandte des Sudoku 
ist nicht, wie manchmal behauptet wird, 
das magische Quadrat. Da sind zwar auch 
Zahlen nach gewissen Regeln in die Fel- 
der eines quadratischen Schemas zu 
schreiben; aber ansonsten haben die bei- 
den nicht viel miteinander gemein. Viel- 
mehr stammt das Sudoku von einem so 
genannten lateinischen Quadrat ab. Das 
ist ein Quadrat mit n? Feldern, die mit n 


Ein lateinisches Quadrat enthält 
in jeder Zeile und jeder Spalte 


eine Permutation von n Symbolen. Die Beispiele zeigen 
lateinische Quadrate mit von links nach rechts aufstei- 
gender Ordnung, zur Ordnung 4 auch mit Farben und Sym- 
bolen anstelle von Zahlen. Das Quadrat der Ordnung 9 
(ganz rechts) erfüllt zusätzlich die Sudoku-Bedingung: 
Jedes 3- 3-Kästchen enthält die Zahlen von 1 bis 9. 
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SPIELE AUF QUADRAT- 


SUDOKU 


WIE LÖST MAN EIN SUDOKU? 


Die besten Lösungsverfahren 
sind diejenigen, die man durch 
beständiges Üben selbst ent- 
wickelt. Sudoku bietet Raum 
für die Entfaltung eines per- 
sönlichen Geschmacks: Im All- 
gemeinen gibt es in jedem Sta- 
dium des Lösungsprozesses 
mehrere Möglichkeiten, ein 
weiteres Feld mit der richtigen 
Zahl zu füllen. Wir beschrei- 
ben hier vier häufig verwende- 
te Methoden. 


1) Das erzwungene Feld: Zu einem fest gewählten Feld betrachten wir 
die anderen Felder in derselben Zeile, derselben Spalte und im sel- 
ben Kästchen. Wenn an diesen Stellen bereits acht verschiedene Zah- 
len vorkommen, muss zwangsläufig im ausgewählten Feld die neun- 
te stehen. 

Das gilt zum Beispiel für die Felder mit den roten Punkten in dem 
oben stehenden Bild. Mit dieser Methode lassen sich in bereits gut 
gefüllten Sudokus rasch die letzten Felder besetzen. Ein einfacher 
Spezialfall liegt vor, wenn in einer Klasse noch genau ein Feld frei ist 
(»Klasse« sei der Oberbegriff für Zeile, Spalte und Kästchen). Dage- 
gen ist mit der Methode in einem noch dünn besetzten Gitter kaum 
etwas auszurichten. 


2) Die erzwungene Zahl: Wir betrachten eine bestimmte Zahl, bei- 
spielsweise die Fünf. Im abgebildeten Beispiel kommt sie sowohl in 
der ersten als auch in der dritten Spalte schon vor, nicht aber in der 
zweiten. Wo in dieser Spalte könnte die Fünf stehen? 

Nicht in den ersten drei Feldern dieser Spalte, denn das Kästchen 
links oben enthält bereits eine Fünf. Mit derselben Begründung 


schließt das Kästchen links unten die letzten drei Felder der zwei- 
ten Spalte aus. Also muss die Fünf der zweiten Spalte in einem der 
Felder 4, 5 oder 6 stehen. Davon ist nur eines noch frei: Folglich 
steht eine Fünf im fünften Feld. Mit Überlegungen dieser Art lassen 
sich die mit schwarzen Punkten markierten Felder in der Abbildung 
füllen. 

Die Methoden 1 und 2 ergänzen sich: Jedes gefüllte Feld engt die 
Auswahl weiter ein und schafft damit neue Anwendungsmöglich- 
keiten. Bei einfachen und mittelschweren Sudokus kommt man auf 
diese Weise ziemlich rasch voran oder sogar zum Ziel. 


3) Aufzählen und Ausdünnen: Diese Methode ist außerordentlich effi- 
zient, erfordert allerdings Bleistift und Radiergummi (oder äquiva- 
lente Mittel auf dem Computer). In jedes Feld trägt man in kleiner 
Schrift diejenigen Zahlen ein, die überhaupt noch möglich sind, das 
heißt nicht schon in derselben Zeile, derselben Spalte oder dem- 
selben Kästchen vorkommen (Bild rechts). Einige Spieler stellen die 
Zahlen lieber durch kleine Punkte in den Feldern dar, entsprechend 
der Anordnung in einer Telefontastatur: Ein Punkt links oben bedeu- 
tet eine Eins, einer in der Mitte oben eine Zwei und so weiter. 

Aus dem so gewonnenen Gesamtbild kann man eine Fülle von 
Schlüssen ziehen, zum Beispiel folgende (Bild rechts): In der dritten 
Spalte sind für die Felder 2 bis 6 der Reihe nach noch folgende Zah- 
len möglich: {2, 3, 6, 7}, {3, 6, 9}, {2, 6}, {2, 6} und {6, 7}. Die Spalte 
muss eine Zwei und eine Sechs enthalten; diese stehen folglich 
zwangsläufig in den beiden Feldern 4 und 5, denn diese Felder 
könnten sonst nicht mehr korrekt gefüllt werden. Wir wissen zwar 
noch nicht, auf welchem der beiden Felder die Zwei und auf welchem 
die Sechs steht, aber beide stehen mit Sicherheit auf keinem ande- 
ren Feld dieser Spalte und können damit bei den anderen Möglich- 
keiten gestrichen werden. Damit vereinfachen sich die Belegungs- 
möglichkeiten folgendermaßen: {3, 7}, {3, 9}, {2, 6}, {2, 6}, {7}. Das 
ist aber noch nicht alles: Die Neun hat nur einen möglichen Platz 


Symbolen auszufüllen sind derart, dass 
kein Symbol zweimal in einer Zeile oder 
Spalte auftritt; folglich wird jedes der n 
Symbole genau »-mal verwendet. Ihr Ur- 
sprung liegt im Mittelalter. Leonhard 
Euler (1707-1783) studierte sie intensiv 
und gab ihnen ihren heutigen Namen 
(siehe den Beitrag S. 14). Es gibt nur 3 la- 
teinische Quadrate der Seitenlänge 3, 
aber schon 576 der Seitenlänge 4 und 
5524751496 156 892 842 531 225 600 

der Seitenlänge 9. Wenn man lateinische 
Quadrate, die durch einfache Operati- 


Ein Sudoku kann bis auf 4 Plätze gefüllt sein 
(links) und immer noch zwei verschiedene 
Lösungen zulassen (rechts). Allgemein gilt: 
Wenn die Ecken eines Rechtecks, von dem 
eine Seite gänzlich in einem Kästchen liegt, 
nach dem Muster 2 D mit Zahlen belegt sind, 
darf man diese Belegung durch au ersetzen, 
ohne eine Sudoku-Regel zu verletzen. 
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onen wie die Vertauschung zweier Zeilen 
oder zweier Spalten auseinander hervor- 
gehen, als gleich ansieht, sinkt diese 
Anzahl auf 377 597570 964258816, wie 
Stanley E. Bammel und Jerome Rothstein 
1975 bewiesen haben. 

Im Jahr 1979 hat J.R. Nechvatal eine 
allgemeine und ziemlich komplizierte 
Formel für die Anzahl Z(r) der n-sei- 
tigen lateinischen Quadrate gefunden. 
Aber weder aus dieser Formel noch aus 
anderen, die man kennt, geht hervor, wie 
stark Z(n) mit wachsendem n ansteigt. 


Ein vollständig ausgefülltes Sudoku 
ist per definitionem ein lateinisches Qua- 
drat der Seitenlänge 9 mit der zusätzli- 
chen Eigenschaft, dass jedes der 3:3- 
Kästchen die Zahlen von 1 bis 9 genau 
einmal enthält; also gibt es weniger Su- 
doku-Lösungen als lateinische Quadrate 
der Seitenlänge 9. Ihre genaue Anzahl an- 
zugeben ist schwierig. Bertram Felgen- 
hauer von der Technischen Universität 


Dresden und Frazer Jarvis von der Uni- 
versität Shefheld sind mit einer Kombi- 
nation aus Nachdenken — um das Pro- 
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(was man auch mit Methode 2 hätte finden können, was aber so syste- 
matischer gelingt); nachdem sie ihn einnimmt, bleibt für die Drei nur 
noch einer übrig, und dadurch ist auch die Position der Sieben erzwun- 
gen. Letztlich engen sich die Möglichkeiten ein auf {3}, {9}, {2, 6}, {2, 
6}, {7}. Nur die Positionen der Zwei und der Sechs bleiben unbe- 
stimmt. 

Die Überlegungen, die wir hier für Spalte 3 durchgeführt haben, 
kann man für jede Zeile, jede Spalte und jedes Kästchen anstellen. Das 
macht insgesamt 27 Gelegenheiten zum Ausdünnen. Da jedes Feld zu 
drei Klassen gehört, wirkt sich jede Ausdünnung seiner Möglichkeits- 
menge auch hilfreich in den jeweils anderen Klassen aus. 

Allgemein formuliert lautet die Ausdünnungsregel: Findet man un- 
ter den möglichen Belegungen einer Klasse m Mengen, die ausschließ- 
lich m Zahlen enthalten und keine anderen, so kann man diese m Zah- 
len bei den Möglichkeiten für die restlichen Felder dieser Klasse 
streichen. Nicht alle m Zahlen müssen in allen m Mengen enthalten 
sein: Die Möglichkeitsmengen {3, 5}, {3, 8} und {5, 8} schließen die 
Möglichkeiten 3, 5 und 8 für jedes andere Feld der Klasse aus. 

Übungsbeispiele gefällig? Vereinfachen Sie so weit wie möglich die 
folgenden Möglichkeitsserien: 

a) {1}, {1, 2}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4,5}, {1, 2, 4} 

b) {2, 3}, {2, 5}, {3, 5}, {2, 3, 5, 7, 8, 9}, {7, 9}, {2, 5, 7}. 

Mit Hilfe dieser drei Methoden lassen sich recht viele Sudoku-Gitter 
lösen, darunter auch einige, die als schwer oder höllisch eingestuft 
werden. 


4) Versuch und Irrtum: Manchmal hilft nichts als Probieren. Diese Me- 
thode ist recht mühsam und erfordert wahlweise 

« sehr hohe Konzentration, 

« Buntstifte, 

» einen reichlichen Vorrat an kariertem Papier oder 

« ein Lösungsprogramm für Sudokus, bei dem man gewisse Einträge in 
die Felder und sämtliche Folgeeinträge wieder gezielt löschen kann. 


Bei höllischen Sudokus kommt man häufig um diese harte Methode 
nicht herum. 

Nehmen wir an, die Ungewissheit über die Belegung von Feld 4 und 
5 der Spalte 3 - muss es nun 2, 6 oder 6, 2 heißen? - sei nicht aufzu- 
lösen. Dann trägt man versuchsweise die Sechs in das erste Feld ein 
und leitet daraus alle möglichen Folgerungen ab. Stößt man hierbei 
auf einen Widerspruch, so folgt, dass die Sechs nicht dort stehen kann, 
wo man sie vermutet hat. Also gehört dorthin die einzige Alternative, 
nämlich die Zwei. Ergibt sich kein Widerspruch, so ist die Lösung ge- 
funden (diese ist nämlich eindeutig). Die Methode von Versuch und 
Irrtum beruht somit auf einem Widerspruchsbeweis. 

Häufig landet man jedoch weder bei einem Widerspruch noch 
bei einer Lösung, sondern bei einer weiteren unauflöslichen Unge- 
wissheit. Dann muss man 
eine weitere Vermutung 
anstellen; wenn sich diese 


als falsch erweist, muss 
man genau bis zu dem 


Punkt der letzten Vermu- 
tung zurückgehen und die 
alternative Vermutung ver- 
folgen. Dieses »backtra- 


cking« ist relativ einfach zu 
programmieren; es mit 


Bleistift und Papier zu 
praktizieren, fällt unserem 
beschränkten Gedächtnis 
sehr schwer. 


Weitere Techniken fin- 
den sich im Internet. 


(21 16} {8} ts Er ts TE Cq 
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blem zu vereinfachen — und erschöpfen- 
der Suche mit Hilfe des Computers auf 
die Zahl 6670 903 752021072936 960 
gekommen. Dabei werden Lösungen, 
die durch Drehungen, Spiegelungen 
oder kästchentreue Permutationen der 
Zeilen und Spalten auseinander hervor- 
gehen, als verschieden gezählt. (Eine Per- 
mutation heißt »kästchentreu«, wenn sie 
Kästchen als ganze intakt lässt, auch 
wenn sie deren Inhalt möglicherweise 
umsortiert. Zum Beispiel darf eine käst- 
chentreue Spaltenpermutation die erste 
Spalte nur in die zweite oder dritte, nicht 
aber in eine andere Spalte bewegen, weil 
sonst die linken Kästchen zerrissen wür- 
den.) Ed Russell kam unabhängig zum 
selben Ergebnis, was für eine so kompli- 
zierte Beweisführung eine willkommene 
Bestätigung liefert. 

Zählt man dagegen alle Lösungen, 
die sich nur durch die genannten ele- 
mentaren Operationen unterscheiden, 
als eine, so bleiben nur 5472730538 
wesentlich verschiedene Anordnungen 
übrig: etwas weniger, als es Menschen 
auf der Erde gibt. Das scheint verglichen 
mit den riesigen Zahlen zuvor relativ we- 


nig zu sein; aber ein Mangel an Proble- 
men ist nicht zu befürchten. Selbst wer 
pro Minute ein Sudoku lösen würde, 
könnte in einem hundertjährigen Leben 
nur knapp ein Prozent aller denkbaren 
Anordnungen abarbeiten. 


Wie viele Aufgaben gibt es? 
Und das sind nur die vollständig ausge- 
füllten Sudokus! Aus einer solchen »Lö- 
sung« entsteht eine »Aufgabe«, indem 
man gewisse Felder ausradiert, bis nur 
noch ungefähr ein Drittel übrig bleibt. 
Dabei muss der Aufgabensteller darauf 
achten, dass die Lösung aus der Aufgabe 
eindeutig rekonstruierbar bleibt: Lässt er 
zu viele Felder weg, gibt es mehrere Lö- 
sungen zur selben Aufgabe. Lässt er zu 
wenige weg, macht er die Aufgabe ein- 
facher und vielleicht auch langweiliger. 
Bisher ist es niemandem gelungen, 
die Anzahl der denkbaren Aufgaben (An- 
fangsbelegungen) zu einer Lösung zu be- 
stimmen. Es gibt einfach zu viele Mög- 
lichkeiten, Felder auszuradieren — und 
vielleicht ist die Bestimmung ihrer An- 
zahl auch der Mühe nicht wert. Interes- 
santer ist die Frage, wie viele minimale 
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Anfangsbelegungen es gibt, das heißt sol- 
che, aus denen man keine Zahl mehr 
löschen kann, ohne die eindeutige Lös- 
barkeit zu verlieren. Auch diese Zahl ist 
bislang unbekannt; aber sie wird es wohl 
nicht mehr lange bleiben. 

Ein weiteres Problem ist bis heute un- 
gelöst: Welches ist die kleinste Anzahl von 
Zahlen, die man in ein Sudoku-Quadrat 
setzen muss, damit die Lösung eindeutig 
wird? Man kennt zahlreiche Belegungen 
mit 17 Zahlen, die eine eindeutige Lösung 
erzwingen (Bild S. 53), und keine einzige 
mit dieser Eigenschaft und nur 16 Einträ- 
gen. Dass andererseits 16 Zahlen niemals 
für die Eindeutigkeit ausreichen, hat auch 
noch niemand beweisen können. 

Dagegen kennen wir die Lösung des 
folgenden Problems: »Wie viele Zahlen 
kann man maximal vorgeben, ohne dass 
die Lösung eindeutig ist?« Es ist nämlich 
offensichtlich, dass im Fall von 78, 79 
oder 80 Zahlen die Lösung eindeutig ist, 
falls sie existiert. Andererseits erzwingen 
77 Zahlen nicht in jedem Fall die Ein- 
deutigkeit (Bild links). 

Die Seitenlänge 9 ergibt zwar Aufga- 
ben mit dem richtigen Schwierigkeits- 
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SUDOKU 


Es ist relativ einfach, ein Computerpro- 
gramm zu schreiben, das jedes beliebige 
Standard-(9 . 9)-Sudoku löst oder seine 
Unlösbarkeit nachweist. Auf solchen Pro- 
grammen beruhen, wie wir später schen 
werden, die Programme zur automa- 
tischen Erzeugung von Sudoku-Aufgaben. 

Mehrere Methoden sind denkbar; 
die gängigste ist als erschöpfende Suche 


Lösungen. Wenn allerdings das Zähl- 
werk in den ersten Ziffern unserer ge- 
dachten Kilometerzahl einen Wider- 
spruch findet, probiert es die letzten Zif- 
fern gar nicht erst durch. Das macht die 
Laufzeiten der Programme erträglich. 
Dieses noch relativ primitive Pro- 
gramm lässt sich verbessern, insbesonde- 
re durch eine Technik namens constraint 


Das SuDoKu MIT DEN HÄKCHEN 


In dieser Variante werden keine Zahlen vorgegeben. Statt- 
dessen geben die Zeichen « und > zwischen den Feldern an, wo 
die größere Zahl stehen soll. Die Lösung dieses Rätsels, das 
1999 in der Zeitschrift »Puzzler« erschien, war dem Autor bei 


Zahlen für die Quellen. Umgekehrt haben die Senken einen »Ein- 
zugsbereich«, daraus ergeben sich größtmögliche Zahlen. Damit 
lassen sich von oben herab die Zahlen 8, 7, 6 und 5 platzieren. 
Für die kleinen Zahlen bleiben nur noch wenige Alternativen, die 


= grad — nicht zu langweilig und nicht zu mit geordnetem Rückzug (backtracking) propagation (etwa: Verbreitung von 
[4 schwer —, ist aber ansonsten keineswegs zu beschreiben. Die Idee ist folgende: Nachrichten über Beschränkungen). Das 
= zwingend. Man könnte Sudoku auch auf Das Programm setzt in das erste leere Programm führt für jedes Feld Buch da- 
m einem 4:4-Quadrat mit vier Kästchen Feld die Zahl 1. Ist diese Entscheidung rüber, welche Werte bei der aktuellen 
= der Größe 2:2 spielen oder auf einem mit den Regeln verträglich, setzt es in Belegung noch zulässig sind, und aktua- 
S Quadrat der Seitenlänge 16, 25, ... All- das zweite leere Feld eine Eins, dann in lisiert dieses Verzeichnis mit jeder neuen 
u gemein wird ein Quadrat mit der Seiten- das dritte, und so weiter. Bemerkt das Setzung einer Zahl (entsprechend der 
1 länge n? in n? gleich große Kästchen der Programm eine Regelverletzung (was Methode 3 im Kasten S. 54/55). Beim 
a Größe 7° n unterteilt. Man gibt sich n? sehr schnell vorkommt), so erhöht es die Backtracking muss es natürlich auch die- 
® verschiedene Symbole vor und verlangt, zuletzt gesetzte Zahl um 1 und beginnt se Tabelle auf den alten Stand zurückset- 
Lu dass in keiner Zeile, keiner Spalte undin von Neuem. Entdeckt es bei dem Ver- zen. Auf noch nicht besetzten Feldern 
eo) keinem Kästchen dasselbe Symbol mehr such, die zuletzt platzierte Zahl um 1 zu probiert es nur noch die Zahlen durch, 
a als einmal auftritt. erhöhen, dass diese eine 9 ist (die man ja die nach der Tabelle zulässig sind. 
= Takayuki Yato und Takahiro Seta ha- nicht durch eine 10 ersetzen kann!), so 
= ben bewiesen, dass das so definierte geht es weiter zurück, erhöht die als vor-- Scharfsinn statt Backtracking 
& n?.n?-Sudoku ein NP-vollständiges Pro- letzte gesetzte Zahl um eine Einheit und Dem menschlichen Denken laufen 
< blem ist. Das heißt: Einerlei wie geschickt macht von da aus weiter. Es ist wie beim Backtracking-Techniken allerdings zuwi- 
cc man ein Programm zur Lösung des ver- Kilometerzähler: Wenn ein Rädchen der: Sie erfordern eine unglaubliche Ge- 
a allgemeinerten Sudoku schreibt, seine Re- über die Neun hinaus zählen soll, setztes duld und Konzentration. Menschliche 
= chenzeit steigt mit wachsendem n so sich selbst auf Null und bewegt das linke Spieler ziehen es vor, eine Vielfalt rafhı- 
z rasch an, dass bereits für mäßige » die Nachbarrädchen eins weiter. Gelegent- nierter Regeln anzuwenden, und greifen 
schnellsten Computer der Welt überfor- lich, etwa beim Übergang von ...999 auf auf trial and error (Methode 4) samt 
= dert wären. Dieses Resultat war nicht un- ...000, geht das Programm mehrere Backtracking nur im Notfall zurück. 
< bedingt das, was man erwartet hatte — Schritte auf einmal zurück. Es wurden auch Programme ge- 
ke und es mag denjenigen, die an dem So wie ein Kilometerzähler sämtliche schrieben, die der menschlichen Vorge- 
= »harmlosen« Fall n=3 zu verzweifeln dro-- Kombinationen von Ziffern ohne Aus- hensweise genauer nachempfunden sind. 
Lu hen, ein schwacher Trost sein. nahme durchläuft, so untersucht auch Sie sind im Programmtext länger als die 
22 diese Methode erschöpfend alle Mög- anderen, aber ebenfalls effizient. Der 
un Geordneter Rückzug lichkeiten und findet folglich sämtliche Aufwand, den sie zur Lösung eines Su- 


doku-Problems betreiben, dient den Ver- 
fassern der Aufgabe dazu, ihren Schwie- 
rigkeitsgrad — üblicherweise in den Kate- 
gorien »leicht«, »mittel«, »schwer« oder 
»höllisch« — korrekt einzustufen. 
Während in der Frühzeit die Auf- 
gaben von Hand erzeugt wurden, wer- 
den heute fast alle von Programmen ent- 
worfen, die gemäß der folgenden Idee 


der Erstveröffentlichung nicht bekannt. Viele Leser haben sie ge- 
unden, darunter Jörg Knappen aus Saarbrücken, der seine Stra- 
tegie wie folgt beschreibt: 

»Es gibt »Quellen«, von denen nur Größerzeichen ausgehen, 
und »Senken«, auf die nur Kleinerzeichen zeigen. Die Zahl 9 kann 
nur auf einer Quelle platziert werden, die Zahl 1 nur auf einer 
Senke. 

Im unteren rechten Kästchen gibt es nur eine Quelle; dort 
muss demnach eine Neun stehen. Mit normalen Sudoku-Metho- 
den lassen sich insgesamt sieben Neunen unterbringen. Jede 
Quelle hat ein »Bewässerungsgebiet«, das ist die Menge der Fel- 
der, mit denen sie durch eine Kette von Größerzeichen verbun- 
den ist; aus der Länge dieser Kette ergeben sich kleinstmögliche 


sich dann mit der Sudoku-Eigenschaft auflösen lassen. 
Das geht ganz ohne Raten und Probieren.« 
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SUDOKU-VARIANTEN 


(a) Hier gelten die üblichen Regeln. Zusätzlich dürfen Felder gleicher Farbe nicht die- 
selbe Zahl enthalten. (b) Die dunkel unterlegten Felder dürfen nu 
halten, die anderen nur ungerade. (c) Unregelmäßig begrenzte Gebiete übernehmen 
die Rolle der neun Kästchen. (d und e) Das Gesamtspielfeld besteht aus zwei oder drei 
überlappenden Quadraten. Für jedes dieser Quadrate gelten die üblichen Regeln. 


gerade Zahlen ent- 


funktionieren: Man setzt zufällig eine ge- 
wisse Anzahl von Zahlen in das Schema 
und wendet darauf einen Lösungsalgo- 
rithmus an. Hat die Aufgabe eine ein- 
deutige Lösung, ist man fertig. Lässt die 
zufällig erzeugte Verteilung keine Lösung 
zu, entfernt man eine Zahl und fängt 
von vorne an. Gibt es mehrere Lö- 
sungen, so wählt man eine aus und fügt 
der Anfangsverteilung mit Hilfe des Al- 
gorithmus neue Zahlen hinzu, bis die 
Lösung eindeutig wird. 


Echte und 

elektronische Radiergummis 

Die Lösung eines Sudoku-Gitters ist 
äquivalent zu einem Graphenfärbungs- 
problem. Die Knoten des Graphen sind 
die 81 Felder des Quadrats; zwei Knoten 
sind genau dann durch eine Kante ver- 
bunden, wenn die zugehörigen Felder 
zur selben Zeile, zur selben Spalte oder 
zum selben Kästchen gehören. Das macht 
pro Knoten 8+8+4=20 Kanten: acht 
für die Zeile, acht für die Spalte und vier 


für die Felder des Kästchens, die nicht 
schon in derselben Zeile oder Spalte lie- 
gen. Insgesamt hat der Graph 81-20/2 = 
810 Kanten. Es stehen neun Farben zur 
Auswahl, entsprechend den neun mög- 
lichen Belegungen für jedes Feld. Man- 
che Knoten des Graphen sind bei Spiel- 
beginn bereits gefärbt, und es gilt, die 
verbleibenden Knoten so zu färben, dass 
nirgends zwei durch eine Kante verbun- 
dene Knoten dieselbe Farbe tragen. 

Kommen wir nun zu der Kunst, Su- 
dokus von Hand zu lösen — eine Kunst, 
der sich Millionen begeisterter Spieler 
mit großer Hingabe widmen. Meine 
Empfehlung: Sammeln Sie zunächst ei- 
gene Erfahrungen und lesen Sie erst dann 
Lösungsrezepte — wenn überhaupt. Es 
hat seinen eigenen Reiz, zum Lösen von 
Sudokus nur selbst entwickelte Metho- 
den zu verwenden. 

Für diejenigen Leser, die nicht wissen, 
wie sie anfangen sollen, hier zwei Grund- 
prinzipien. Erstens: Suchen Sie stets die- 
jenigen Felder, die den stärksten Ein- 
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schränkungen unterliegen, also solche, 
die in einer Zeile, einer Spalte oder einem 
Kästchen mit vielen bereits belegten Fel- 
dern liegen. Mit etwas Glück legen die 
verschiedenen Einschränkungen (»Das 
Feld kann keine Eins oder Drei oder Sie- 
ben enthalten, da diese Zahlen in der zu- 
gehörigen Spalte schon vorkommen«) die 
einzutragende Zahl bereits eindeutig fest 
(Methode 1 im Kasten S$. 54/55). 

Zweitens: Finden Sie in einer Zeile, 
einer Spalte oder einem Kästchen den 
hoffentlich einzigen Platz, auf den eine 
bestimmte Zahl passt (Methode 2). 

Weitere Lösungsstrategien harren ih- 
rer Entdeckung. Sie alle zugleich einzu- 
setzen gibt dem Lösungsprozess Tempo 
und trägt zum Vergnügen bei. 

Einige Websites erzeugen Aufgaben 
mit einem Schwierigkeitsgrad nach 
Wunsch und leisten Hilfestellung beim 
Lösen, ohne dem Benutzer die eigentliche 
Denkarbeit abzunehmen. So kann man 
an manchen Stellen Einträge in Felder 
vornehmen und wieder löschen, was 
einem Bleistift und Radiergummi erspart. 
Andere Programme zeigen sogar logische 
Verbindungen zwischen den Feldern auf. 
Puristen mögen solche Hilfsmittel verab- 
scheuen; ich halte das für übertrieben. 
Immerhin ist dadurch der Kopf, von der 
niedrigen Tätigkeit des Radierens entlas- 
tet, frei für die kühnsten Gedankenflüge. 

Wenn Sie der klassischen Aufgaben 
müde sind, können die unzähligen Vari- 
ationen des Sudoku Sie vielleicht noch 
reizen. Einige bestehen aus mehreren 
überlappenden Quadraten, bei anderen 
treten merkwürdig geformte Bausteine 
an die Stelle der Kästchen, wieder andere 
verwenden Farben (Kästen links und 
oben). Diese Varianten sind interessant, 
weil sie einen dazu zwingen, immer neue 
Überlegungen anzustellen. Ein Spielbe- 
geisterter, der für ein traditionelles Sudo- 
ku nur eine Viertelstunde benötigt, kann 
sich mit gigantischen Varianten mehrere 
Tage lang den Vergnügungen des Kom- 
binierens hingeben. »Wer ist stärker? Ich 
oder dieses lumpige Zahlenquadrat?« <I 


h Jean-Paul Delahaye ist Professor 
g für Informatik an der Universität 


- f Lille. 
LIE, 


Weblinks zu diesem Thema finden Sie unter 
http://www.spektrum.de/artikel/836129. Die 
dort vermerkten Fehler sind in der hier ge- 
druckten Fassung ausgebessert. 
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UND SECHSECKGITTERN 


SPIELE AUF QUADRAT- 


Die Anfangsaufstellung in Chex: in der ersten Reihe von links nach 
rechts Springer, König, Läufer, Turm, in der Reihe davor fünf Bauern 


Kleiner, schneller, aggressiver: 
Schach auf dem Sechsecksbrett 


Edelbert Wiedmanns Variante mit der halben Mannschaft und auf ungewohntem Feld 


bietet einen ganz eigenen Reiz. 


Von Christoph Pöppe 


ach einer Vorstellung, die insbeson- 
dere Ende des 19. Jahrhunderts kul- 
tiviert wurde, war Chaturanga, ein frü- 
her indischer Vorläufer unseres Schach- 
spiels, ursprünglich ein Spiel zu viert. 
Da sich aber die Spieler zu zwei Parteien 
zusammenzutun pflegten, wurde ein 
neues Spiel geschaffen, in dem jeweils 
zwei der vier »Armeen« von einem ein- 
zigen Spieler befehligt werden. Durch 
die Fusion zweier Mannschaften hatte 
nun jeder Offizier einen gleichrangigen 
Kollegen neben sich, eine Besetzung, die 
sich bei den Türmen, Läufern und 
Springern des modernen Schachspiels 
wiederfindet. 
Für zwei Chefs nebeneinander war, 
wie bei Fusionen üblich, kein Platz. Da- 
her wurde einer zur Repräsentationsfigur 
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degradiert und durfte gerade noch einen 
Schritt vor die eigene Tür gehen, der an- 
dere dagegen mit umfassender Macht 
ausgestattet. So entstanden die Figuren, 
die wir als König und Dame kennen. 
Die Geschichte mag stimmen oder 
auch nicht; jedenfalls diente sie Edelbert 
Wiedmann (Bild S. 60 links), einem Ar- 
chitekten und Spiele-Erfinder aus Mün- 
chen, als Inspiration für seine eigenen 
Versuche, eine neue Form des Schach- 
spiels zu finden. Wenn vier Parteien sich 
auf einem Schlachtfeld tummeln kön- 
nen, hätte ein Schach für drei vielleicht 
auch seinen Reiz. Um aber drei Armeen 
gleiche Ausgangspositionen geben zu 
können, musste ein dreiersymmetrisches 


Gerade Züge (blaue Pfeile) und schräge Züge 
(rote Pfeile) in Chex 


Brett her; und damit drängte sich eine 
bienenwabenförmige Anordnung aus 
lauter Sechsecken geradezu auf. 

Der erste Spieler eines Dreierspiels, 
der schachmatt gesetzt wird, scheidet aus 
und hinterlässt seinen Gegnern ein Zwei- 
personenspiel. Es erwies sich für Wied- 
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ALLE GRAFIKEN DIESES ARTIKELS: CHRISTOPH PÖPPE 


mann als schwierig, diesen Abgang so zu 
gestalten, dass nicht einer der Verblei- 
benden einen übermäßig großen Vorteil 
einheimst. So kehrte er zur klassischen 
Spielerzahl 2 zurück, behielt allerdings 
die sechseckige Brettform ebenso bei wie 
den einfachen Figurensatz aus dem Vier- 
Spieler-Chaturanga. Im Verlauf von 35 
Jahren — mit langen Pausen — entstand 
so das Spiel »Chex«. Der Name »chex« 
(der Autor schreibt ihn in Kleinbuchsta- 
ben) darf nicht nur als Zusammenzie- 
hung der englischen Wörter »chess« 
(Schach) und »hex« (verkürzt für hexa- 
gon, Sechseck) verstanden werden; er ist 
auch eine in Jugendsprache formulierte 
Aufforderung: »Checks doch endlich!« 

Das Brett ist vergleichsweise klein. Es 
besteht aus 37 Sechsecken, die ein großes 
Sechseck der Kantenlänge 4 ergeben 
(Bild links oben). Entsprechend war die 
Anzahl der Figuren zu bemessen. 

Das klassische Schachspiel ist unter 
anderem deshalb so reizvoll, weil sta- 
tische Kräfte — Figuren blockieren einan- 
der den Weg und halten dadurch die 
Zugmöglichkeiten in Grenzen — und dy- 
namische Kräfte — es gibt immer wieder 
Raum für überraschende Züge über lan- 
ge Distanzen — in einem sorgfältig austa- 
rierten Gleichgewicht stehen. Das ge- 
lingt dadurch, dass in der Ausgangsstel- 
lung genau die Hälfte aller Felder (32 
von 64) besetzt ist. Chex erreicht diese 
Zielvorgabe mit dem unvermeidlichen 
Fehler von einem Feld: Am Anfang sind 
18 von 37 Feldern besetzt. 

Um das Schachspiel auf die neue Si- 
tuation zu übertragen, mussten zunächst 
einige klassische Begriffe mit neuen Be- 
deutungen versehen werden. Was bedeu- 
ten »gerade« und »schräg« auf dem 
Sechseckbrett? Die Geometrie lässt dem 
Erfinder da offensichtlich wenig Freiheit, 
denn andere Schöpfer von Sechseck- 
schachspielen sind zum selben Ergebnis 
gekommen: Ein gerader Weg verläuft 
über eine Kette von Sechsecken, die mit 
ihren unmittelbaren Nachbarn jeweils 
eine Seite gemeinsam haben. Ein schrä- 
ger Weg dagegen geht von einem Sechs- 
eck zwischen zwei unmittelbaren Nach- 
barn hindurch bis zum nächsten und 
dann weiter in derselben Richtung (Bild 
links unten). Mit dieser Definition las- 
sen sich manche Zugregeln aus dem 
Schach wörtlich übernehmen, bekom- 
men aber eine neue Bedeutung. 

»Der Turm zieht in gerader Linie«, 
hat aber neuerdings sechs Richtungen, in 


die er sich fortbewegen kann, und ist da- 
mit die stärkste Figur im Spiel; denn eine 
Dame gibt es ja nicht. 

»Der Läufer zieht in schräger Linie«, 
was ihn zu einer relativ schwachen Figur 
macht. Im klassischen Schach kann der 
Läufer, der zu Beginn auf einem weißen 
Feld steht, sein ganzes Leben lang nur 
weiße Felder erreichen. Diese Beschrän- 
kung gilt für den Chex-Läufer auch, nur 
trifft sie ihn viel härter. Denn wenn man 
die Felder des Sechseckbretts analog zu 
denen des Schachbretts einfärbt — ins- 
besondere sollen nie zwei benachbarte 
Felder dieselbe Farbe enthalten -, braucht 
man drei statt zwei Farben; entsprechend 
ist dem Läufer nicht die Hälfte, sondern 
nur ein Drittel aller Felder überhaupt zu- 
gänglich. 


»Vorwärts« sind für den Bauern 
zwei Richtungen 

»Der Springer geht in jedem Zug genau 
einen geraden und einen schrägen 
Schritt und erreicht damit Felder, die 
keine andere Figur vom selben Aus- 
gangspunkt in einem Zug erreichen 
kann.« Umgekehrt kann er keinen Zug 
einer anderen Figur imitieren. Gerader 
und schräger Schritt müssen nämlich 
ungefähr in dieselbe Richtung gehen; ein 
schräger und ein dazu senkrechter gera- 
der Schritt kämen zwei geraden Schrit- 
ten gleich, und wenn der Springer zwi- 
schen beiden Schritten eine scharfe Wen- 
dung einlegte, hätte er im Fffekt nur 
einen geraden Schritt getan. Wie beim 
klassischen Schach kann keine dazwi- 
schenstehende Figur den Springer in sei- 
ner Bewegung hindern. Dass seine 
Reichweite begrenzt ist, macht sich auf 
dem kleinen Brett nicht besonders stö- 
rend bemerkbar: Mit zwei Sprüngen 
kommt er vom einen Ende des Brettes 
bis zum anderen. 

»Der Bauer bewegt sich nur vorwärts 
um genau einen Schritt, er zieht in gera- 
der und schlägt in schräger Richtung.« 
Man muss sich allerdings daran gewöh- 
nen, dass dem Bauern zwei gerade Rich- 
tungen zur Verfügung stehen. Es gibt 
zwei Richtungen zum Schlagen, nämlich 
schräg nach rechts und schräg nach 
links. Die Richtung genau nach vorne ist 
auch schräg; aber in dieser Richtung darf 


Zugmöglichkeiten der Chex-Figuren. Von 
oben nach unten: König, Turm, Läufer, Sprin- 
ger und Bauer 
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UND SECHSECKGITTERN 


SPIELE AUF QUADRAT- 


SECHSECKSCHACH 


er nur aus der Grundstellung heraus 


schlagen. Den Doppelzug aus der 
Grundstellung heraus gibt es nicht. 

Ein Bauer, der die gegnerische Grund- 
linie erreicht, kann in eine beliebige an- 
dere Figur umgewandelt werden. Rein 
theoretisch könnte sich also ein Chex- 
Spieler fünf zusätzliche Türme zulegen. 

Der König schließlich hat im Gegen- 
satz zu seinem klassischen Kollegen nur 
eine relativ milde Degradierung erlitten. 
Er darf sich einen geraden Schritt weit 
bewegen — oder beliebig viele schräge. 
Damit gewinnt er eine Beweglichkeit, 
die den klassischen Schachspieler zu- 
nächst überrascht. 

Die Rochade folgt den Regeln des 
klassischen Schachspiels: Der Turm darf 
einen Schritt nach links wandern; zu- 
gleich darf der König, den Turm über- 
springend, dessen bisherigen Platz ein- 
nehmen, wenn beide bis dahin nicht be- 
wegt wurden und der König auf keinem 
der drei beteiligten Felder bedroht ist. 


Kein Gemetzel anrichten 

Man sollte sich übrigens vorstellen, 
dass die Begrenzungskante zwischen 
zwei benachbarten Feldern veigentlich« 
eine Art Korridor ist, über den man als 
schräg ziehende Figur wandern kann, 
ohne von den Figuren beiderseits des 
Korridors behelligt zu werden. Ausnah- 
me: Zwei Bauern gleicher Farbe bilden 
eine wirksame Durchgangssperre. Das 
betrifft den König, den Läufer und den 
schlagenden Bauern. 

Erste Versuche mit »Chex« enden 
sehr schnell und sehr überraschend. Wer 
zu viel in den Bahnen des klassischen 
Schachspiels denkt, erleidet rasch Schiff- 
bruch, übersieht zum Beispiel nur allzu 
leicht, dass viele dicht an dicht stehende 
Figuren dem Läufer noch viele Schlupf- 
löcher lassen - und dem Springer sowie- 
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Der Erfinder Edelbert Wied- 
mann zusammen mit seinem - 
mittlerweile verstorbenen - 
Freund 


Frühe Bedrohung: Weiß eröff- 
net mit einem scheinbar harm- 
losen Bauernzug; Schwarz ant- 
wortet mit dem spiegelbild- 
lichen Zug und bietet dadurch 
Schach mit dem Läufer. 


so. Unverhofft greift dieser den König 
an, der, von seinen Getreuen dicht um- 
geben, keine Chance zum Ausweichen 
hat. Oder die Ausweichmöglichkeit, die 
man für seinen König zu haben glaubte, 
ist durch einen gegnerischen Bauern ver- 
sperrt, der viel weiter von Zentrum des 
Geschehens entfernt steht, als man es aus 
dem klasssischen Schach gewohnt ist. 
Wer das Spiel eröffnet, indem er seinen 
Zentralbauern nach rechts vorne vor- 
rückt, setzt seinen König alsbald dem 
Angriff des gegnerischen Läufers aus 
(Bild rechts oben). 

Vorrückende Bauern ordnen sich fast 
von allein zu einer Variante der beliebten 
Bauernketten: Vorne stehende Bauern 
werden von schräg hinter ihnen stehen- 
den Kameraden gedeckt und geben die- 
sen beim Vorrücken Deckung. Aber an- 
sonsten bleibt den Heerführern wenig 
Zeit, ihre Bataillone aufzustellen. Auf 
dem engen Schlachtfeld ist der Gegner 
nicht weit, und ehe man sich's versieht, 
ist die Eröffnung zu Ende und der 
Kampf in vollem Gang. In den Worten 
seines Schöpfers verhält sich Chex zum 
Schach wie ein Sportwagen zu einer ge- 
räumigen Limousine. 

Manche Schachspieler lieben es, sich 
die Situation zu vereinfachen, indem sie 
auf jedes Angebot zum Figurentausch 
eingehen. Nach einem großen Gemetzel 
finden die wenigen überlebenden Fi- 
guren dann ein viel übersichtlicheres 
Schlachtfeld vor. Von einer solchen Stra- 
tegie ist im Chex abzuraten. Wegen der 
geringeren Figurenzahl hat man wesent- 
lich mehr Anlass, dem Verlust einer ein- 
zelnen Figur nachzuweinen; und das 
Endspiel verläuft bei Weitem nicht in so 
geregelten Bahnen. Auf einem fast leeren 
Brett ist es selbst mit einer Überzahl an 
Figuren enorm schwierig, den König am 
Davonlaufen zu hindern. Aus diesem 


Grund hat Wiedmann noch eine spezi- 
elle Regel in das Spiel eingeführt: Man 
muss den König nicht unbedingt matt- 
setzen, um zu gewinnen. Es genügt, ihm 
alle seine Mannen zu schlagen. 

Einerseits ist Chex einfacher und 
übersichtlicher als Schach. Andererseits 
zwingt es den Spieler wegen der unge- 
wohnten Möglichkeiten zum radikalen 
Umdenken. Noch ist es ein Dschungel, 
in dem es vieles Interessante zu erfor- 
schen gilt. Es gibt weder Lehrbücher 
noch Computerprogramme, die einen 
durch ihre Unschlagbarkeit frustrieren. 

In dem großen Internet-Verzeichnis 
der Schachvarianten www.chessvariants. 
com/Gindex.html finden sich zwar etli- 
che Spiele auf Bienenwabenfeldern, aber 
keines, das dem hier vorgestellten nahe- 
käme. Gleichzeitig macht dieses Verzeich- 
nis klar, dass es bis zur allgemeinen Aner- 
kennung für Chex noch ein weiter Weg 
ist. Es gibt so viele Schachvarianten, dass 
die Autoren der Website es für zweck- 
mäßig gehalten haben, die besseren Vari- 
anten in fünf Ruhmesklassen einzusor- 
tieren. In der höchsten (»Classic«) gibt es 
außer Schach selbst nur zwei Spiele, in 
der zweithöchsten (»Vintage«) immerhin 
elf. Das sind diejenigen, die mehrere Jah- 
re nach dem Tod ihres Erfinders immer 
noch populär sind. 

Probieren Sie das Spiel aus und ge- 
ben Sie Ihre Kommentare auf der Web- 
seite dieses Artikels www.spektrum.de/ 
artikel/893114 ab! Ein Chex-Brett zum 
Selbstausdrucken steht unter derselben 
Adresse als PDF-Datei bereit. Es wird 
spannend sein zu sehen, ob Chex das 
Zeug hat, unter die berühmteren Schach- 
varianten aufzusteigen. <I 


Weblinks zu diesem Thema finden Sie unter 
www.spektrum.de/artikel/893114. 
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ALLE GRAFIKEN DIESES ARTIKELS: BRYAN CHRISTIE 


SCHOKOLADENSPIELE 


Spiele 


mit Seifenschokolade 


Die Spiele, um die es hier geht, sind unendlich süß, aber mit bitterem Ende - 


nur weiß man nicht, für wen. Der Verlierer wird schäumen! 


Von Ian Stewart 


enn ein Spiel einfache Regeln 

hat, muß es deswegen noch lan- 
ge nicht einfach zu spielen sein. Manch- 
mal gibt es zwar eine einfache 
Gewinnstrategie — Ticktacktoe ist ein 
gutes Beispiel — manchmal aber auch 
nicht. Ein schwieriges Spiel in diesem 
Sinne ist zum Beispiel »Käsekästchen« 
(siehe den Beitrag auf S. 66): Zwei Spie- 
ler ziehen abwechselnd waagerechte und 
senkrechte Linien in einem quadrati- 
schen Punktegitter und versuchen, mög- 


lichst viele vollständig umrandete Qua- 
drate für sich einzuheimsen. 

Die Spiele, zu denen eine Ge- 
winnstrategie bekannt ist, will ich 
»Traumspiele« nennen, die anderen »Alp- 
traumspiele«. Mitunter macht eine klei- 
ne Änderung der Regeln aus einem 
Traum- ein Alptraumspiel. Letztere sind 
meist interessanter, weil man nicht von 
vornherein weiß, wer eigentlich gewin- 
nen müßte. Und bei manchen Alp- 
traumspielen weiß man zwar, welcher 
der beiden Spieler gewinnen sollte, aber 
nicht wie. 


VOLLSTÄNDIGER SPIELBAUM FÜR DAS 4: 4-RITTERSPIEL 


Die grauen Pfeile bezeichnen alle möglichen Spielzüge. Ein denkbares Spiel ist 


durch rote Pfeile hervorgehoben. 


i 


| 


u. 


Rn} 
= 


EEE Du >. 


SPEKTRUM DER WISSENSCHAFT - DOSSIER 2/08: LUSTVOLLE GEOMETRIE 


Schauen wir uns zwei einfache Spiele 
näher an, die mit Schokoladentafeln ge- 
spielt werden: das Ritterspiel (Yucky Cho- 
colate) und das Eckbrecherspiel (Chomp). 
Das erste ist ein Traumspiel, das zweite 
trotz sehr ähnlicher Regeln ein Alp- 
traumspiel: Bei optimalem Spiel sollte 
der Anziehende gewinnen, aber niemand 
weiß wie. 

Ich weiß nicht, wer das Ritterspiel er- 
funden hat. Erklärt hat es mir Keith Aus- 
tin, ein Mathematiker von der Universität 
Shefheld (England). Gespielt wird mit ei- 
ner idealisierten Schokoladentafel: einem 
in kleine Quadrate eingeteilten Rechteck. 
Zwei Spieler, nennen wir sie Eins und 
Zwei nach der Reihenfolge, in der sie zie- 
hen, brechen abwechselnd Stücke von der 
Tafel ab und essen sie auf. Jede Bruchlinie 
muß entlang einer der vorgegebenen Ker- 
ben laufen und ganz durchgehen. Wer 
das Eckstück links oben essen muß, hat 


verloren; denn das ist aus Seife. 


Gewinn- und Verluststellungen 
Die roten Pfeile im Diagramm links zei- 
gen die Züge in einem denkbaren Spiel 
auf einer 4°4-Schokoladentafel. In die- 
sem Spiel unterläuft Zwei bei seinem ers- 
ten Zug ein böser Fehler; dadurch ver- 
gibt er seine sichere Gewinnchance. 

Das Ritterspiel ist ein typischer Fall 
eines endlichen Spiels, das heißt, es kann 
nicht beliebig lange andauern, und es 
gibt kein Unentschieden. Eine Ge- 
winnstrategie ist eine Folge von Zügen, 
die stets zum Sieg führt, einerlei was der 
Gegner tut. Die Theorie der endlichen 
Spiele beruht auf zwei Prinzipien: Eine 
Stellung ist eine Gewinnstellung, wenn 
man darin einen Zug ausführen kann, 
der den Gegner in eine Verluststellung 
bringt. Und eine Stellung ist eine Ver- 
luststellung, wenn jeder mögliche Zug 
den Gegner in eine Gewinnstellung 
bringt. 

Das klingt albern: Der Begriff »Ge- 
winnstellung« wird über »Verluststel- 
lung« definiert - und umgekehrt. Aber 
die Logik dreht sich trotzdem nicht im 
Kreise, jedenfalls nicht unbegrenzt. Es 
gibt nämlich eine Stellung, die von vorn- 
herein als Verluststellung bekannt ist: das 
Stück Seife ohne Schokolade daran. 

Man findet nun eine Gewinnstrate- 
gie für das 4°4-Ritterspiel, indem man 
sich von dieser Endstellung rückwärts 
nach vorne arbeitet. Wenn ein Spieler ir- 
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SPIELE AUF QUADRAT- 


SCHOKOLADENSPIELE 


Wenn im Eckbrecherspiel der zweite 
Spieler eine Gewinnstrategie hätte (Zug 
b), könnte der erste Spieler sie für sich 
selbst verwenden, indem er sogleich c 
statt a spielt. 


gendwann ein Schokoladenrechteck vor- 
findet, das aus dem oberen linken Eck- 
feld und einem oder mehreren weiteren 
Quadraten der oberen Reihe besteht, 
dann befindet er sich in einer Gewinn- 
stellung; denn er kann die süßen Quad- 
rate abbrechen und seinem Gegner die 
Seife übriglassen. Ebenso sind die Stel- 
lungen, die aus dem oberen linken Eck- 
quadrat und einem oder mehreren Qua- 
draten in der ersten Spalte bestehen, Ge- 
winnstellungen. In dem abgebildeten 
Spielbaum führt von jeder solchen Stel- 
lung ein Pfeil direkt zur Endstellung. 

Wie steht es mit einer quadratischen 
Tafel der Seitenlänge 2, mit der Seife in 
der linken oberen Ecke? Wie der Spiel- 
baum zeigt, ist das eine Verluststellung, 
weil alle möglichen Züge dem Gegner 
eine Gewinnstellung verschaffen. Daraus 
folgt wiederum, daß alle Stellungen, von 
denen aus es einen direkten Zug in diese 
Quadratstellung gibt, Gewinnstellungen 
sind. Wenn wir uns auf diese Weise 
rückwärts hangeln, entdecken wir bald 
ein Muster: Die Stellungen mit quadra- 
tischen Schokoladentafeln sind offenbar 
Verluststellungen, alle anderen sind 
Gewinnstellungen. In diesem Falle ist 
also quadratisch praktisch schlecht, denn 
von jedem nichtquadratischen Stück 
kann man etwas abbrechen und aufes- 
sen, so daß ein quadratischer Rest übrig 
bleibt. Und wenn man in einem quadra- 
tischen Stück einen Zug macht, bleibt 
dem Gegner unweigerlich ein nichtqua- 
dratisches Stück. 

Wenn also beim 4.4-Ritterspiel bei- 
de Kontrahenten keine Fehler machen, 
wird Eins stets verlieren. Zwei gewinnt, 
indem er seinem Gegner stets eine 
quadratische Tafel hinterläßt. (In dem 
abgebildeten Beispiel hat Zwei verloren, 
weil er diese Regel nicht befolgt hat.) 
Aber wenn das Spiel mit einer Tafel der 
Größe 4.5, 3-5 oder irgendeiner Größe 
mit ungleichen Seitenlängen beginnt, 
sollte stets der anziehende Spieler gewin- 
nen. Das Ritterspiel ist ein Traumspiel, 
einerlei wie groß die Tafel anfänglich ist. 
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Was macht also der Unglückliche, 
der eine quadratische Tafel vor sich hat? 
Ganz einfach: Er ißt sie auf der Stelle 
auf. Denn wenn ihm die Seife ohnehin 
nicht erspart bleibt, kann er sie sich auf 
diese Weise wenigstens optimal versü- 
ßen. Und ob ihm hinterher von der Sei- 
fe schlecht ist oder vom Übermaß an 
Schokolade — was macht das schon für 
einen Unterschied? 


Entscheidungsbäume 

Im Prinzip läßt sich nach dem beschrie- 
benen Verfahren für jedes endliche Spiel 
eine Gewinnstrategie bestimmen. Die 
Wurzel des Spielbaumes ist die Anfangs- 
stellung, und die Blätter sind die End- 
stellungen. (Anders als bei echten Bäu- 
men können hier mehrere Zweige in 
demselben Blatt enden; aber das tut der 
"Theorie keinen Abbruch.) Da wir wis- 
sen, welche Endstellungen gewinnen 
und welche verlieren, können wir uns 
die Äste des Spielbaumes entlang rück- 
wärts hangeln und zu jeder Stellung be- 
stimmen, ob sie eine Gewinn- oder eine 
Verluststellung ist. Da der Spielbaum 
endlich ist, erreichen wir so irgendwann 
die Wurzel, also die Anfangsstellung. 
Wenn diese eine Gewinnstellung ist, 
kann Eins gewinnen, indem er seinem 
Gegner stets Verluststellungen hinter- 


läßt. Im anderen Fall kann der nachzie- 
hende Spieler stets gewinnen. 

Leider kann diese Rückwärtsanalyse 
ziemlich kompliziert werden, wenn der 
Spielbaum groß ist. Und das ist selbst 
bei einfachen Spielen schnell der Fall, 
denn der Spielbaum enthält alle nur 
möglichen Positionen und Züge. 

Das Eckbrecherspiel hat fast die 
gleichen Regeln wie das Ritterspiel, aber 
die Rückwärtsanalyse wird schnell prak- 
tisch unmöglich. Und soweit sie mög- 
lich ist, zeigt sich kein Muster, aus dem 
eine einfache Gewinnstrategie herzulei- 
ten wäre. Erfinder ist der Mathematiker 
David Gale von der Universität von Ka- 
lifornien in Berkeley. Er beschreibt sein 
Spiel mit Hilfe einer rechteckigen An- 
ordnung von Plätzchen, aber ich bleibe 
bei der Schokolade. Das Ziel ist wie 
beim Ritterspiel, den Gegner zum Ver- 
zehr des Seifenstücks in der linken obe- 
ren Ecke zu zwingen. Aber diesmal ha- 
ben die Spieler mehr Möglichkeiten, et- 
was abzubrechen: Wer am Zug ist, 
bricht ein Feld aus der Tafel heraus mit- 
samt allem, was rechts und unterhalb 
dieses Feldes ist. 

Es gibt einen netten Beweis dafür, 
daß es im Eckbrecherspiel für alle 
Anfangsgrößen außer 1-1 eine Gewinn- 
strategie für den ersten Spieler geben 
muß. Nehmen wir an, Zwei hätte eine 
Gewinnstrategie. Eins beginnt das Spiel 
mit irgendeinem Zug; sagen wir, er ißt 
die rechte untere Ecke. Das kann Zwei 
nicht in eine Verluststellung bringen, 
denn nach Annahme ist die Anfangsstel- 
lung eine Verluststellung für Eins. Also 
kann Zwei einen Gewinnzug spielen, 
etwa den Zug in der Abbildung, und da- 


mit Eins in eine Verluststellung bringen. 


GEWINNEN BEIM ECKBRECHERSPIEL 
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Der erste Spieler gewinnt, wenn er kei- 
nen Fehler macht, in den Fällen 2: n (a), 
n.n (b) und 3-5 (c). Aber bei einer 2-&- 
Tafel kann stets der zweite Spieler ge- 
winnen (d und e). 
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Aber Eins hätte diesen Zug als erster sel- 
ber spielen können (siehe Diagramm 
links oben)! Das steht im Widerspruch 
zu der Annahme, Zwei habe eine Ge- 
winnstrategie. Also muß diese Annahme 
falsch sein. Also hat Eins eine Ge- 
winnstrategie. 

Wenn also Zwei eine Gewinnstrate- 
gie hätte, könnte Eins sie ihm stehlen 
und für sich selbst ausnutzen. Leider 
liefert ein derartiger Beweis keinen Hin- 
weis darauf, wie die Gewinnstrategie 
aussieht. 

Für das Eckbrecherspiel kennt man 
nur in sehr einfachen Fällen Gewinnstra- 
tegien. Bei einer Tafel der Größe 2. n 
(oder n-2) nimmt Eins nur das rechte 
untere Stück und hinterläßt seinem Geg- 
ner dadurch eine Verluststellung (Kasten 
links unten). Bei einer quadratischen Ta- 
fel beliebiger Größe gewinnt Eins, in- 
dem er alles bis auf ein L-förmiges Stück 
der Breite 1 abbricht. In den darauffol- 
genden Zügen tut Eins immer das, was 
Zwei soeben getan hat, aber im jeweils 
anderen Schenkel des L-Stücks. Einige 
weitere Fälle sind bekannt. So besteht 
beim 3.5-Eckbrecherspiel der erste Ge- 
winnzug für Eins darin, die beiden rech- 
ten Quadrate aus der untersten Reihe zu 
entfernen. Beim 6: 13-Spiel gibt es zwei 
verschiedene erste Gewinnzüge. 

Man kann das Eckbrecherspiel 
auch mit unendlich großen Schokola- 
dentafeln spielen. Paradoxerweise bleibt 
es ein endliches Spiel, weil nach endlich 
vielen Zügen nur noch eine endliche 
Tafel übrig bleibt (und ein Spieler, dem 
unendlich schlecht ist). Allerdings kann 
bei unendlichen Tafeln Zwei manchmal 
gewinnen, so bei einer 2--Tafel. Was 
auch immer Eins im ersten Zug macht, 
Zwei kann daraufhin ein 2-n-Rechteck 
ohne das rechte untere Quadrat herstel- 
len, und wir wissen bereits, daß dies 
eine Verluststellung ist. Das Spiel kann 
auch mit einer ©.oo-Tafel gespielt wer- 
den oder in drei oder mehr Dimensi- 
onen. Über Gewinnstrategien in diesen 
verallgemeinerten Fällen ist ebenfalls fast 


nichts bekannt. < 


Gewinnen. Strategien für mathematische 
Spiele. Von Elwyn Berlekamp et al. Vier 
Bände; Vieweg, Braunschweig/Wiesba- 
den 1985 


Automatic Ant: And Other Mathematical 
Explorations. Von David Gale. Springer, 
New York 1998 
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SPIELE AUF QUADRAT- 


HEX 


Der Kampf 


um die Sechsecke 


Die Regeln von Hex sind einfach, das Spiel ist endlich, und der Zufall 


spielt keine Rolle. Aber der Spielverlauf ist voller Überraschungen. 


Von Ian Stewart 


robieren Sie das Brettspiel Hex! 

Man kann davon ebenso süchtig 
werden wie von den besten Computer- 
spielen, aber es fordert Ihre kombinato- 
rischen Fähigkeiten weit mehr. Cameron 
Browne, ein Programmierer aus Bris- 
bane (Australien), hat in einem neueren 
Buch das Spiel mitsamt Anleitungen 
zum Gewinnen erstmals umfassend dar- 
gestellt: ein Leckerbissen für jeden Lieb- 
haber mathematischer Spielereien. 

Hex ist ein Zwei-Personen-Spiel, das 
auf einem rhombusförmigen, in sechs- 
eckige Felder eingeteilten Brett gespielt 
wird (Bild S. 65). Das Standardbrett 
hat 11-11 Felder. Nennen wir die Spie- 
ler Rot und Blau. Jedem Spieler »gehö- 
ren« zwei einander gegenüberliegende 
Ränder des Brettes; die vier Eckfelder ge- 
hören beiden Spielern. Außerdem hat je- 
der Spieler einen Vorrat an Spielsteinen 
seiner Farbe. 

Die Spielregeln sind denkbar einfach: 
Die Spieler ziehen abwechselnd, indem 
sie jeweils einen eigenen Spielstein auf ein 
freies Feld legen. Sieger ist, wer als Erster 
seine beiden Ränder durch eine Kette aus 
Spielsteinen miteinander verbunden hat. 
Die Kette kann beliebig viele Abzwei- 
gungen und Schleifen haben; es kommt 
nur darauf an, dass sie einen zusammen- 
hängenden Weg von einem Rand zum ge- 
genüberliegenden enthält. Das hört sich 
einfach an, aber der Schein trügt: Hex ist 
voller Überraschungen und Fallstricke. 

Der dänische Mathematiker Piet 
Hein (1905-1996), der auch als Dichter 


bekannt geworden ist, veröffentlichte das 


Ein Fußball der etwas anderen Art: Diese in 
Fünf- und Sechsecke eingeteilte Kugel ist 
ein Spielbrett für sphärisches Hex. Bei die- 
sem Spiel gewinnt derjenige, dem es als 
Erstem gelingt, eine leere oder vom Gegner 
besetzte Zelle mit eigenen Steinen einzu- 
kreisen. 
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Spiel 1942 unter dem Namen »Polygon«. 
Unabhängig von Hein erfand John Nash, 
Student an der Universität Princeton, 
1947 das Spiel aufs Neue. Wenig später 
fand er seine bahnbrechenden Resultate 
zur Spieltheorie, für die er 1994 mit dem 
Nobelpreis in Wirtschaftswissenschaften 
geehrt wurde. Martin Gardner beschrieb 
das Spiel 1957 in seiner Kolumne in 
»Scientific American«, und über Nacht 
verfielen ganze mathematische Institute 
in aller Welt dem Hex-Fieber. 

Jedes Hex-Spiel hat nur endlich viele 
Züge: Es endet spätestens dann, wenn 
alle Felder besetzt sind, also nach 121 
Zügen auf dem 11-11-Brett. Eine zu- 
sammenhängende Kette eines Spielers 
blockiert jede Kette des anderen Spielers. 
Ein Unentschieden kann es nicht geben. 
Ein Spieler kann seinen Gegner nämlich 
letztlich nur dadurch an der Konstrukti- 


on einer siegreichen Kette hindern, dass 
er selbst eine solche Kette konstruiert. 

Man kann sogar beweisen, dass der 
erste Spieler bei optimalem Spiel gewin- 
nen kann. Der Beweis beruht auf dem 
Prinzip des Strategiediebstahls (siehe den 
vorstehenden Beitrag). Nehmen wir an, 
Rot zieht zuerst, und es gäbe eine Ge- 
winnstrategie für Blau, den zweiten Spie- 
ler. Wenn das so wäre, könnte aber Rot 
die Gewinnstrategie selber anwenden, um 
Blau zu schlagen. Dazu genügt es, dass 
Rot seinen ersten Stein schlicht vergisst, 
sowie er ihn gesetzt hat. Er tut so, als 
habe Blau das Spiel eröffnet, und er selbst 
sei der nachziehende und nicht der anzie- 
hende Spieler. Welchen Zug nun Blau 
auch macht, Rot setzt seinen Stein auf das 
Feld, das die (angeblich existierende) Stra- 
tegie für den Nachziehenden vorschreibt. 
Und wenn das nun gerade das Feld ist, 
das er in seinem »vergessenen« Eröff- 
nungszug belegt hat? Das macht nichts; 
dann liegt ja schon ein roter Stein auf 
dem zu besetzenden Feld. Rot macht also 
irgendeinen anderen Zug, und dieser wird 
der neue »vergessene« Zug. 

Wenn Rot so fortfährt, kann er nach 
der Annahme den Sieg erzwingen. Aber 
nun befinden wir uns in einer merkwür- 
digen Situation. Rot beginnt das Spiel, 
stiehlt, wie beschrieben, Blau seine an- 
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BRYAN CHRISTIE UND CHRISTOPH PÖPPE 


Ein einfacher Weg zum Sieg in Hex besteht 
darin, zwei gegenüberliegende Seiten 
des Spielfeldes durch eine Kette von Brü- 
cken zu verbinden. Ein Spieler baut eine 
Brücke (A), indem er zwei Felder besetzt, die 
zwei gemeinsame, unbesetzte Nachbarn ha- 
ben (gestreift). Zu den fortgeschrittenen 
Spieltechniken gehört der Bau von Leitern. 
In diesem Beispiel (B) gewinnt Rot das Lei- 
terduell. Bei den Knobelaufgaben C und D ist 
der nächste Zug von Rot zu finden, der mit 
Sicherheit zum Sieg führt. 


gebliche Gewinnstrategie für den zweiten 
Spieler und gewinnt damit, einerlei wie 
Blau spielt. Die einzige Möglichkeit, die- 
sen Widerspruch aufzulösen, besteht dar- 
in, dass es keine Gewinnstrategie für den 
nachziehenden Spieler gibt. Da aber das 
Spiel endlich ist und es kein Unentschie- 
den gibt, muss es eine Gewinnstrategie 
für den anziehenden Spieler geben. 


Hex ist keine Hexerei 

Auf den ersten Blick ist das Spiel damit 
langweilig: Man weiß von vornherein, 
wer gewinnen wird, wenn beide Spieler 
der Gewinnstrategie folgen. Nur geht die- 
se Strategie aus dem Beweis nicht hervor 
und ist auch nicht einfach zu finden. Nur 
bis zum Format 7:7 ist sie bekannt. 
Schon auf einem 8 -8-Brett weiß der An- 
ziehende zwar, dass er gewinnt, wenn er 
perfekt spielt, hat aber keine Ahnung, 
wie er dabei vorgehen müsste. 

Gleichwohl bleibt ein großer Vorteil 
für den anziehenden Spieler. Um diesen 
auszugleichen, vereinbaren manche Spie- 
ler eine weitere Regel: Wenn der Anzie- 
hende seinen ersten Zug gemacht hat, 
darf der zweite Spieler den gesetzten Stein 
gegen einen eigenen austauschen, statt 
auf ein freies Feld zu setzen. Der erste 
Spieler bietet damit dem zweiten an, 
nach dem ersten Zug die Rollen zu tau- 
schen. Er tut daher gut daran, seinen ers- 
ten Stein so zu setzen, dass er ihm weder 
Vorteile noch Nachteile verschafft; an- 
dernfalls könnte sein Gegner einen Vor- 
sprung nutzen. 

Eine ausführliche Besprechung von 
Hex würde diese Kolumne für fünf Jahre 
füllen. Ich will mich daher auf zwei we- 
sentliche Aussagen konzentrieren. Die 
erste ist jedem offensichtlich, der das 
Spiel ein paar Mal gespielt hat: Auch un- 
besetzte Felder können eine strategische 
Bedeutung haben. Teil A im Bild oben 


zeigt eine »Brücke«. Die Pfeiler sind zwei 
von Blau besetzte Felder; dazwischen 
liegen zwei freie, gemeinsame Nach- 
barfelder. Damit sind die blauen Pfeiler 
so gut wie verbunden; denn sobald Rot 
eines der Felder besetzt, kann Blau das 
andere besetzen. Hex-Spieler versuchen 
oftmals Ketten aus solchen Brücken über 
das Brett zu bauen. 

Eine Brücke ist nicht unbesiegbar. 
Wenn es Rot gelingt, eines der Zwi- 
schenfelder zu besetzen und dabei gleich- 
zeitig mit einem Gewinnzug zu drohen, 
ist die Brücke durchbrochen. Aber das 
ist meist ein schwieriges Unterfangen; 
besser ist es, den Gegner möglichst wirk- 
sam am Brückenbau zu hindern. 

Die zweite Aussage: Die Kette eines 
Spielers ist nur so stark wie ihr schwächs- 
tes Glied. Wenn Ihr Gegner einen Teil 
Ihrer heranwachsenden Kette mit guten 
Erfolgsaussichten angreift, dann sollten 
Sie ihr schwächstes Glied verstärken oder 
Ihrerseits seine Kette angreifen. Um Ihre 
Absichten zu verbergen, ist es oft ratsam, 
sich aus einiger Entfernung an seine 
schwachen Punkte heranzuschleichen. 

Eine höhere Kunst ist die Beherr- 
schung von Leitern. Sie entstehen, wenn 
ein Spieler die letzte Lücke zu seinem 
Rand zu schließen versucht. Teil B im 
Bild oben zeigt den Beginn der Leiter mit 
Blau am Zug. Blau muss auf Feld p set- 
zen, sonst kann Rot das Spiel gewinnen. 
Aus dem gleichen Grund muss Rot dann 
Feld q besetzen. Wenn Blau weiter ver- 
sucht, eine Verbindung zu seinem Rand 
herzustellen (und das muss er über meh- 
rere Züge, wenn er nicht verlieren will), 
dann muss Rot weiter blockieren, und es 
entstehen zwei parallele Ketten aus roten 
und blauen Steinen entlang des Randes. 
Blau hat nicht rechtzeitig bemerkt, dass 
Rot gewinnen wird, wenn das so weiter- 
geht. Gegnerische Leitern muss man blo- 
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ckieren, ehe sie in Gang kommen. Blau 
hätte das Leiterrennen gewonnen, wenn 
er früher im Spiel einen seiner Spielsteine 
in die Nähe des Randes gesetzt hätte. 

Neben solchen Fragen werden in 
dem Buch »Hex Strategies« auch unzäh- 
lige Varianten des Spieles besprochen. 
Das Spiel »Y« wird auf einem dreiecki- 
gen Brett gespielt; es gewinnt der Spieler, 
dessen Kette zuerst alle drei Seiten des 
Dreiecks miteinander verbindet. Wie bei 
Hex kennt man auch hier nur für sehr 
kleine Bretter eine Gewinnstrategie. 

Oder man spielt Hex auf einer Land- 
karte der USA. Als Felder dienen die 
Staaten; der eine Spieler hat die Nord- 
und die Südgrenze miteinander zu ver- 
binden und der andere die beiden Ozea- 
ne. Wenn der Nord-Süd-Spieler den ers- 
ten Zug hat, kann er gewinnen, indem 
er im ersten Zug Kalifornien besetzt. 

Hex lässt sich sogar auf einer Kugel 
spielen, deren Oberfläche in Fünf- und 
Sechsecke eingeteilt ist (Bild links). Der 
Spieler, dem es gelingt, ein leeres oder 
vom Gegner besetztes Feld einzukreisen, 
hat gewonnen. 

Zum Schluss habe ich noch zwei 
Hex-Probleme für Sie, mit denen Sie sich 
in Ihrer Freizeit beschäftigen können. Das 
erste (Bild oben, C) ist Heins Originalar- 
tikel über das Spiel entnommen. Die Auf- 
gabe besteht darin, das Feld zu finden, auf 
das Rot spielen muss, um den Sieg zu er- 
zwingen. Wenn Ihnen das zu einfach ist, 
probieren Sie doch die Stellung in D, die 
der Programmierer Bert Enderton aus 
Pittsburgh für das 6-6-Brett erfunden 
hat. Wieder ist das Feld zu finden, auf das 


Rot setzen muss, um zu gewinnen. <_I 


Hex Strategy: Making the Right Connections. 
Von Cameron Browne. A.K. Peters, Natick 
(Massachusetts) 2000 
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UND SECHSECKGITTERN 


SPIELE AUF QUADRAT- 
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Käsekästchen 


für Fortgeschrittene 


Hinter dem harmlosen Kinderspiel steckt eine ganze Hierarchie 


von Strategien - eine komplizierter als die andere. 


Von Ian Stewart 


FE: ist immer wieder erstaunlich, wel- 
che mathematische Komplexität in 
den einfachsten Spielen verborgen liegt. 
Nehmen wir zum Beispiel »Käsckäst- 
chen«, oder wie immer es bei Ihnen 
hieß, als Sie sich zusammen mit dem 
Banknachbarn viele langweilige Schul- 
stunden verkürzten. Generationen von 
Kindern haben es gespielt, aber wahr- 


DOMINO 
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scheinlich hat keines von ihnen je die 
echte Meisterschaft erreicht. Das Spiel 
bietet nämlich auch für den Fortge- 
schrittenen echte Raffinessen. Der Ma- 
thematiker Elwyn Berlekamp von der 
Universität von Kalifornien in Berkeley 
hat sie in seinem Buch »Ihe Dots-and- 
Boxes Game« beschrieben. 

Das Spielfeld besteht am Anfang aus 
Punkten, die in einem quadratischen Git- 
ter angeordnet sind. Die Schnittpunkte 


Arthur 


Arthur gewinnt 


der Linien auf dem üblichen Rechenkäst- 
chenpapier sind dafür hervorragend ge- 
eignet; die Spieler müssen sich nur auf 
die Grenzen des Spielfelds einigen. Ein 
Feld von 6-6 Punkten (Bild rechts) bietet 
schon enorme Schwierigkeiten. 

Die Spieler ziehen abwechselnd. Ein 
Zug besteht darin, zwei waagerecht oder 
senkrecht (aber nicht diagonal) benach- 
barte Punkte durch einen Strich zu ver- 
binden. Wer mit einem Zug ein Käst- 
chen vollendet, das heißt die vierte Seite 
eines aus vier benachbarten Punkten be- 
stehenden Quadrats zeichnet, wird Be- 
sitzer dieses Kästchens. Er schreibt den 
Anfangsbuchstaben seines Namens in 
das Kästchen und darf (und muss) ein 
weiteres Mal ziehen. Wenn er dabei wie- 
der ein Kästchen vollendet, nimmt er 
auch dieses in Besitz, zieht eine weitere 
Verbindungslinie und so weiter. Wer am 
Ende die meisten Kästchen sein Eigen 
nennt, hat das Spiel gewonnen. 

Wir nennen den ersten Spieler Ar- 
thur, die zweite Spielerin Bertha. Das Bild 
unten zeigt ein Spiel auf einem Feld der 
Größe 4.4, bei dem beide Spieler die ein- 
fachste Strategie anwenden (ich nenne sie 
die Strategie auf Ebene 0): Überlasse dem 
Gegner keine Kästchen, solange das mög- 
lich ist, das heißt, zeichne möglichst nie 
die dritte Seite eines Kästchens; denn 
dann kann der Gegner im nächsten Zug 
die vierte Seite ziehen und hat ein Käst- 
chen. Auf diese Weise wird das Spielfeld 
in eine Reihe von »Ketten« aufgeteilt; das 
sind sich über das Spielfeld schlängelnde 
Bereiche, die von Strichen begrenzt wer- 
den. Sobald ein Spieler das erste Kästchen 
einer Kette in Besitz nimmt, fällt im sel- 
ben Zug die ganze Kette an ihn. 

Irgendwann ist das gesamte Brett in 
solche Ketten aufgeteilt. Diesen Zustand 
nenne ich Staupunkt oder »High Noon«: 
Noch ist nichts passiert, aber der nächste 
Akt löst eine Lawine von Aktionen aus, 
und wenig später, wenn sich der Pulver- 
dampf verzogen hat, stehen Gewinner 
und Verlierer fest. 

Wenn der Staupunkt erreicht ist, 
zieht der nächste Spieler gewöhnlich eine 
Linie in der kürzesten verfügbaren Kette, 
um seinem Gegner möglichst wenige 


Dieses Käsekästchen-Spiel erreicht eine kri- 
tische Verzweigung im 15. Zug. Wenn Arthur 
die Grundstrategie verfolgt (blaue Pfeile), 
verliert er das Spiel. Mit einer geschickteren 
Strategie (rote Pfeile) kann er gewinnen. 
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Kästchen zu überlassen. Dieser Zug 
heißt »Öffnung der Kette«. Der gegne- 
rische Spieler nimmt die Kästchen und 
öffnet mit seinem letzten Zug die nächst- 
kürzere Kette für seinen Gegner. Bei 
dem Spiel im Bild links unten erreicht 
Bertha im 12. Zug den Staupunkt. Das 
Spielfeld ist nun in drei Ketten mit zwei, 
drei und vier Kästchen aufgeteilt. Im 13. 
Zug gibt Arthur die Kette mit zwei Käst- 
chen weg. Bertha gibt im Gegenzug die 
Dreierkette an Arthur, der dafür Bertha 
die Viererkette überlassen muss. Bertha 
gewinnt, denn sie hat sechs Kästchen 
und Arthur nur drei. 

Beim Spiel auf Ebene 0 bestimmen 
zwei Faktoren, welcher Spieler gewinnt: 
ob im Staupunkt die Anzahl der Ketten 
im Gitter ungerade oder gerade ist, und 
wer in diesem Moment am Zug ist. 
Wenn im Staupunkt eine gerade Anzahl 
von Ketten vorliegt, gewinnt der Spieler, 
der die erste Kette öffnet, denn er gibt in 
jedem Zug eine Kette weg, die kürzer ist 
als diejenige, die er im Gegenzug erhält. 
Er verliert dagegen, wenn die Anzahl der 
Ketten beim Staupunkt ungerade ist, 
denn sein Gegner wird den letzten Zug 
im Spiel machen. Deshalb gewinnt in 
dem Beispiel Bertha gegen Arthur: Die 


kann, und zwar indem er der Strategie 
auf Ebene 2 folgt. In seinem 13. Zug öff- 
net er die Kette mit zwei Kästchen. In 
ihrem nächsten Zug heimst Bertha die 
beiden Kästchen ein und öffnet die Ket- 
te mit drei Kästchen. Im 15. Zug aber 
verzichtet Arthur darauf, alle drei Käst- 
chen dieser Kette zu nehmen. Statt des- 
sen nimmt er nur ein Kästchen und zieht 
dann eine Linie am unteren Rand des 
Gitters, sodass ein geschlossenes 2-1- 
Rechteck entsteht, ein »Domino«. 

Einen solchen Zug nenne ich einen 
»Kuhhandel«. Arthur verzichtet auf zwei 
Kästchen in der Dreierkette, aber er 
bringt Bertha dadurch in eine üble Lage. 
Wenn sie nämlich im 16. Zug eine Linie 
in der Mitte des Dominos zieht, gewinnt 
sie zwar die zwei Kästchen. Aber sie 
muss dann noch eine Linie ziehen und 
damit die Viererkette öffnen. Arthur be- 
kommt die vier Kästchen und gewinnt 
mit 5 gegen 4. Wenn aber Bertha auf die 
zwei Kästchen des Dominos verzichtet, 
sieht es für sie noch schlimmer aus. Jeder 
andere Zug öffnet die Viererkette. Ar- 
thur nimmt sie und den Domino dazu 
und gewinnt mit 7 zu 2 Kästchen. 

Bertha hat in dem Moment verloren, 
in dem Arthur den Kuhhandel macht, 


»Käsekästchen« ist sicherlich das mathematisch 
reichhaltigste Kinderspiel der Welt 


Anzahl der Ketten ist ungerade, und Ar- 
thur muss die erste Kette öffnen. 

Warum trifft dieses Schicksal gerade 
Arthur? Weil bis zum Staupunkt eine ge- 
rade Anzahl von Zügen vergangen ist. 
Arthur muss also danach trachten, dass 
die Anzahl der Züge bis zum Staupunkt 
und die Anzahl der bis dahin entstande- 
nen Ketten beide gerade oder beide un- 
gerade sind. Im ersten Fall freut er sich 
darüber, dass er die erste Kette eröffnen 
darf, in zweiten, dass er es nicht muss. 
Bertha dagegen muss zuschen, dass eine 
dieser Zahlen ungerade und die andere 
gerade ist. Durch sorgfältige Analyse der 
Stellung einige Züge vor dem Staupunkt 
gelingt es häufig einem der Spieler, dieses 
Ziel zu erreichen. Ich nenne diese Strate- 
gie ein Spiel auf Ebene 1. 

Aber was ist, wenn die Strategie der 
Ebene 1 versagt? Angenommen, Arthur 
gerät trotz größter Anstrengungen in die 
ungünstige Situation nach dem 12. Zug 
des Beispielspieles. Es stellt sich heraus, 
dass er dann immer noch gewinnen 


denn dann ist nur noch eine Kette auf 
dem Brett übrig. Aber was ist, wenn 
noch mehrere Ketten da sind? Kann 
Bertha Terrain zurückgewinnen, indem 
sie selbst einen Kuhhandel anbietet? 

Die Antwort lautet: Nicht immer. 
Das Bild oben zeigt ein 6-.6-Gitter mit 
zwei Dominos und vier Ketten. Wenn 
Bertha am Zug ist, kann sie ohne Nach- 
teil die beiden Dominos nehmen. (Das 
sollte sie auch, denn wenn sie die Domi- 
nos stehen lässt, kann Arthur sie in sei- 
nem nächsten Zug mitnehmen, ohne 
seine Position zu verschlechtern.) Dann 
öffnet Bertha die kürzeste Kette. Da die 
Anzahl der Ketten gerade ist, glaubt sie 
mit der Strategie auf Ebene 0 gewinnen 
zu können. Aber Arthur macht einen 
Kuhhandel, nimmt nur zwei Kästchen 
der Viererkette und hinterlässt einen Do- 
mino. Bertha muss den Domino neh- 
men und die Fünferkette öffnen. Wieder 
bietet Arthur einen Kuhhandel an, 
nimmt nur drei der fünf Kästchen und 
hinterlässt Bertha einen weiteren Domi- 
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Ein 6-6-Gitter mit vier Ketten und zwei 
Dominos 


no. Solange die Ketten aus fünf oder 
mehr Kästchen bestehen, liegt Arthur 
auf diese Weise immer vorn. 

In diesem Fall kontrolliert Arthur das 
Spiel, weil er Bertha zwingen kann, im- 
mer neue Ketten zu öffnen. Eine gute 
Strategie für Käsekästchen wäre also, die 
Kontrolle zu erlangen und sie zu behal- 
ten, indem man stets auf die letzten bei- 
den Kästchen einer Kette verzichtet. (Au- 
ßer wenn es nur noch eine Kette gibt, na- 
türlich.) Das ist das Spiel auf Ebene 3. 

Aber wie gewinnt man die Kontrol- 
le? Mit der Strategie auf Ebene 4, die 
sich folgendermaßen beschreiben lässt: 
P Arthur versucht zu erreichen, dass die 
Summe aus der Gesamtzahl der Gitter- 
punkte und der Anzahl der langen Ket- 
ten (jenen mit drei oder mehr Kästchen) 
beim Staupunkt gerade ist. 
> Bertha versucht zu erreichen, dass 
diese Summe ungerade ist. 

Das klingt schon nach einer sehr 
komplizierten Strategie, aber bislang ha- 
ben wir erst Seite 7 von 86 Seiten Strate- 
gieerklärung in Berlekamps Buch erreicht. 
Käsekästchen ist ein derart trickreiches 
Spiel, dass eine vollständige Gewinnstra- 
tegie unbekannt ist. Berlekamp hält es für 
das »mathematisch reichhaltigste popu- 
läre Kinderspiel der Welt«, und zwar mit 


großem Abstand. < 


Gewinnen. Strategien für mathematische 
Spiele. Band 3: Fallstudien. Von Elwyn Berle- 
kamp, John H. Conway und Richard K. Guy. 
Vieweg, Braunschweig 1986 


Automatic Ant: And Other Mathematical Ex- 
plorations. Von David Gale. Springer, New 
York 1998 


67 


cc 
=) 
r 
< 
cc 
Lu 
r 
_ 
— 


(72) 
Lu 
— 
< 
zZ 
oO 
ei 
(72) 
zZ 
LJ 
= 
u 
[=] 
[a = 
zZ 
Lu 
= 


KUGELPACKUNGEN 


Die Getriebe des Teufels 


Unendlich viele ineinander greifende Zahnräder können sich synchron 
drehen, wenn sie richtig angeordnet sind. Das gleiche Kunststück funktio- 


niert auch für Kugeln. 


Von Christoph Pöppe 


MM. bleibt ein eigentlich an- 
gesagtes Erdbeben einfach aus — 
nicht unbedingt ein Anlass zu großer 
"Trauer, aber doch zum Nachdenken. Tief 
unter der Erdoberfläche schieben sich 
zwei tektonische Platten aneinander ent- 
lang, verhaken sich gelegentlich, weil ihre 
Ränder nicht besonders glatt sind; im 
weiteren Verlauf der Bewegung baut sich 
allmählich Spannung auf, die sich ir- 
gendwann ruckartig entlädt. Diese Theo- 
rie passt zu den Beobachtungen; nur dass 
es entlang einer solchen Plattengrenze 
auch lange Abschnitte gibt, in denen die 
Erde nie bebt, will nicht einleuchten. 

Steckt dort zwischen den großen 
Platten vielleicht ein Kugellager, das die 
Reibung zwischen ihnen auf erträgliche 
Werte mindert? Nicht wirklich. Es ist 
zwar denkbar, dass von beiden Platten 
allerlei Brocken abbrechen und auf die 
Dauer zu einer Schicht annähernd ku- 
gelförmiger Steine zurechtgeschmirgelt 
werden. Eine einzige Schicht von Kugeln 
einer einheitlichen Größe kann dabei 
nicht zu Stande kommen. Eher ist es ein 
buntes Gemisch von den dicksten Klum- 
pen bis zu den feinsten Sandkörnern — 
Geröll eben. Aber warum sollte das Ge- 
röll rollen, statt nur zu knirschen? 

Hans Herrmann, Physiker an der Uni- 
versität Stuttgart, hat eine mathematische 
Idealisierung dieser Frage untersucht. Gibt 
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es eine raumfüllende Anordnung von Ku- 
geln verschiedenster Größe, die reibungs- 
frei aufeinander abrollen? Die entschei- 
dende Bedingung dabei ist die Eigenschaft 
»raumfüllend«; denn wenn Hohlräume 
zugelassen sind, ist die Aufgabe nicht 
mehr schwer. Man setze zum Beispiel vier 
einander berührende Kugeln an die Ecken 
eines Quadrats und lasse sie abwechselnd 
rechts- oder linksherum rotieren. Die An- 
ordnung lässt sich in die ganze Ebene fort- 
setzen und sogar senkrecht zu dieser Ebe- 
ne, indem man jede Kugel durch eine 
starr rotierende Säule aus Kugeln ersetzt. 
Aber das ganze Gerolle ist kein Geröll, 
weil es unter Druck von außen auf der 
Stelle zusammenbrechen würde. Das Loch 
zwischen den vier Kugeln muss also durch 
mindestens eine weitere Kugel aufgefüllt 
werden; zwischen der neuen Kugel und 
den alten bleiben wieder kleinere Löcher, 
die ihrerseits aufgefüllt werden wollen, 
und so weiter. Am Ende enthält die An- 
ordnung, die wir suchen, unendlich viele 
Kugeln, die beliebig klein werden: eine 
der Strukturen, die Benoit Mandelbrot 
unter dem Namen »Fraktale« bekannt 
und populär gemacht hat. 

Und es existiert tatsächlich, dieses 
fraktale Kugellager (Bild rechts oben). Es 
ist allerdings nicht ganz einfach zu fin- 
den. Zur Einstimmung denken wir zu- 
nächst über die einfachere, zweidimen- 
sionale Version des Problems nach: Gibt 
es flächenfüllende Anordnungen von 


Klassische apollonische Kreispackung mit 
drei gleich großen Kreisen plus dem einhül- 
lenden Kreis als Ausgangskonfiguration. Alle 
Kreise der Packung entstehen durch wieder- 
holte Spiegelung an den vier gestrichelt ein- 
gezeichneten Inversionskreisen. 


Zahnrädern, die ineinander greifen und 
rotieren können, ohne sich gegenseitig zu 
beklemmen? Es gibt sie. In einer frühen 
Veröffentlichung über Fraktale — die ich 
leider nicht mehr wiederfinde — wurde 
eine solche Anordnung als »das Getriebe 
des Teufels« (devils gearbox) bezeichnet. 

Hans Herrmann und andere haben 
sich über dieses Problem schon vor mehr 
als zehn Jahren Gedanken gemacht, und 
ein Grieche namens Apollonius von 
Perge (etwa 262-190 v. Chr.) noch deut- 
lich früher. Apollonius löste nämlich die 
Aufgabe, einen Kreis zu finden, der drei 
gegebene Kreise berührt. Dieses Ergebnis 
nutzend, fanden in jüngerer Zeit Allan 
R. Wilks und andere die »apollonischen 
Kreispackungen«: Anordnungen unend- 
lich vieler einander berührender Kreise 
innerhalb eines großen Kreises (Bild links 
unten; siehe auch den Beitrag $. 49). 

Wie macht man aus einer Anordnung 
weniger einander berührender Kreise un- 
endlich viele mit derselben Eigenschaft? 
Das ist erstaunlicherweise nicht besonders 
schwierig. Man setzt die ursprüngliche 
Anordnung in ein Spiegelkabinett und 
sieht nicht nur die wenigen ursprüng- 
lichen Kreise, sondern deren Spiegelbilder, 
die Spiegelbilder dieser Spiegelbilder und 
so weiter. Es handelt sich allerdings nicht 
um gewöhnliche Spiegel, sondern gewis- 
sermafßen um kreisförmige: Die vervielfäl- 
tigende Abbildung ist die so genannte In- 
version am Kreis (Kasten $. 70). 


Apollonische Kreispackungen 
Dabei kommt es nicht entscheidend da- 
rauf an, ob die unendlich vielen Kreise in 
einem großen Kreis liegen oder zwischen 
zwei parallelen Geraden, wie es dem Ge- 
röllproblem cher entsprechen würde. 
Denn eine weitere Inversion an einem 
geeigneten Kreis macht aus zwei ineinan- 
der liegenden Kreisen, die sich in einem 
Punkt genau berühren, zwei parallele Ge- 
raden — oder umgekehrt: Alle Kreise, die 
zwischen den Geraden lagen, müssen 
sich im Inversionsbild, entsprechend ver- 
kleinert, in den Zwickel zwischen den 
Kreisen drängen. 

Die apollonischen Kreispackungen 
von Wilks und seinen Kollegen haben 
nur einen Nachteil: Sie beginnen stets mit 
drei Kreisen, deren jeder die beiden ande- 
ren berührt (Bild links). Drei Zahnräder 
aber, deren jedes in die beiden anderen 
eingreift, können sich offensichtlich nicht 
rühren. Das geht den Spiegelbildern der 
Zahnräder nicht anders, sodass der Über- 
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In dieser apollonischen Kugelpackung 
berührt nirgends eine Kugel eine an- 
dere gleicher Farbe. Also können die 
roten Kugeln in einer beliebigen 
einheitlichen Richtung rotieren 
und die blauen mit dazu paral- 
leler Drehachse im umgekehr- 

ten Drehsinn - reibungsfrei! 


gang zur vollständigen apollo- 
nischen Packung das Problem 
nur verschärft. 

Hans Herrmann und seine 
Kollegen mussten also mit An- 
ordnungen beginnen, in denen 
mindestens vier Kreise einen 
»Ring« bilden, so wie oben die Ku- 
geln im Karree. Allgemeiner muss in 
der fertigen Anordnung jeder Weg von 
Kreis zu benachbartem Kreis und so wei- 
ter bis zurück zum Ausgangskreis eine ge- 
rade Anzahl von Stationen haben. Nur 
dann können die Kreise auf diesem 
Rundweg, aneinander abrollend, abwech- 
selnd links- und rechtsherum rotieren. 

Eine geeignete Ausgangskonfigura- 
tion würde also zum Beispiel aus vier 
(sechs, acht, ...) Kreisen bestehen, die 
ihre Mittelpunkte auf den Ecken eines 
Quadrats (regelmäßigen Sechsecks, Acht- 
ecks, ...) haben und so groß sind, dass 
sie sich gerade gegenseitig berühren. Der 
alle umhüllende Kreis vervollständigt das 
Ensemble (Bild rechts unten). 

Passend zu dieser Konfiguration sind 
nun die Inversionskreise (die »Spiegel«) 
zu platzieren, und zwar nach folgendem 
Rezept: Jeder Inversionskreis soll senk- 
recht auf allen Kreisen stehen, die er 
schneidet, und die Inversionskreise sol- 
len sich möglichst berühren, aber auf 
keinen Fall überlappen. 

Wenn diese Voraussetzungen erfüllt 
sind, lässt sich die apollonische Packung 
elegant per Computerprogramm herstel- 
len: Jeder Inversionskreis arbeitet nur von 
außen nach innen. Das heißt, zu einem 
Kreis, der gänzlich außerhalb des Inver- 
sionskreises liegt, wird das Spiegelbild be- 
rechnet; das liegt ganz im Inneren des In- 
versionskreises und ist stets kleiner als das 
Urbild. Ein Kreis, der den Inversionskreis 
senkrecht schneidet, würde auf sich selbst 
abgebildet und bleibt daher unberück- 
sichtigt, und ein Kreis, der im Inneren 
des Inversionskreises liegt, ist nach Kons- 
truktion bereits Spiegelbild eines äußeren 
Kreises; ihn wieder nach außen zu spie- 
geln würde also nichts Neues bringen. 


Aus ei- 

ner Liste von 
Kreisen -zum Bei- 

spiel der Ausgangskonfigu- 

ration — macht also das Computerpro- 
gramm eine neue Liste, indem es zu je- 
dem Inversionskreis und zu jedem Kreis, 
der außerhalb des Inversionskreises liegt, 
das innere Spiegelbild berechnet. Alle Lis- 
ten zusammen ergeben am Ende die Pa- 
ckung; das Programm hört auf zu arbei- 
ten, sowie die Größe der Kreise die Sicht- 
barkeitsgrenze unterschreitet. 

Jeder Kreis hat sein persönliches »Re- 
vier«, nämlich sein Inneres, in das außer 
ihm selbst niemand hineinspiegelt. Des- 
wegen geht es auch in der gesamten Pa- 
ckung sehr geordnet zu: Da die Aus- 
gangskreise sich nicht überschneiden 
und wegen der Reviereinteilung keine 
neuen Überschneidungen entstehen, be- 


Sechs Kreise C, bis C, an den Ecken eines 
Sechsecks, dazu der umhüllende Kreis C,, 
sind die Ausgangskonfiguration einer apol- 
lonischen Kreispackung. Die gestrichelten 
Kreise sind die Inversionskreise. Der zentra- 
le Kreis C, ist das Inversionsbild von C, be- 
züglich des zentralen Inversionskreises. Au- 
ßerdem sind die Bilder der Urkonfiguration 
bezüglich des fett gestrichelten Inversions- 
kreises eingezeichnet. 
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die ge- 

samte Pa- 

ckung aus lauter 
einander berührenden, 


aber nicht überlappenden Kreisen. Das 
gilt auch für Herrmanns ursprüngliche 
»Rollenlager« zwischen zwei Geraden, 
die auf anderem Wege konstruiert sind. 

Wenn aber die Inversionskreise sich 
überlappen? Dann geraten sie auf der ge- 
meinsamen Teilfläche zueinander in 
Konkurrenz. Es kann sogar ein und der- 
selbe Kreis zwei einander überschnei- 
dende Bilder in der gemeinsamen Zone 
haben, wobei die jeweils letzte in der 
Kette der Kreisspiegelungen das eine Mal 
dem einen, das andere Mal dem anderen 
Inversionskreis zu verdanken ist. 

Die Geometrie dieser wiederholten 
Spiegelungen wird sehr unübersichtlich; 
aber Hans Herrmann und sein Koautor 
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KUGELPACKUNGEN 


Reza Mahmoodi Baram schaffen Klarheit 
durch einen eleganten Trick: Sie wenden 
auf die ganze Konfiguration eine weitere 
Inversion an. Deren Inversionskreis hat 
zum Mittelpunkt einen der Schnitt- 
punkte der konkurrierenden Inversions- 
kreise. Dadurch verwandeln sich diese 
beiden Inversionskreise in Geraden, und 
aus einer Inversion an einem dieser 
Kreise wird eine gewöhnliche Spiegelung 
an der entsprechenden Geraden. 

Und für ebene Spiegel wissen wir, 
wie überlappende Bilder zu vermeiden 
sind: Der Winkel zwischen den Spiegeln 
muss ein glatter Teiler von 180 Grad sein 
(Spektrum der Wissenschaft 6/2004, S. 
102). Das liefert das Rezept für die 
Konstruktion der Inversionskreise: Sie 
müssen sich in den richtigen Winkeln 
schneiden. Dann liegen die auf verschie- 
denen Wegen erzeugten Bilder der Ur- 
kreise genau aufeinander, und der Com- 


puter muss nur die überzähligen aussor- 
tieren, bevor er die entsprechenden 
Kreise und alle ihre folgenden Inver- 
sionsbilder doppelt berechnet. Solche 
Überlegungen haben David Mumford, 
Caroline Series und David Wright in ih- 
rem Buch »Indra's Pearls« zu einer ganzen 
Theorie ausgearbeitet (Spektrum der 
Wissenschaft 1/2008, S. 72). 

Wodurch können überlappende In- 
versionskreise überhaupt auftreten? In 
der Konstruktion mit dem regelmäßigen 
Vieleck zum Beispiel dadurch, dass man 
die Kreise um die Ecken des Vielecks zu 
klein macht, sodass sie einander nicht 
mehr berühren (wohl aber noch den Au- 
ßenkreis). Daraufhin muss der zentrale 
Inversionskreis entsprechend vergrößert 
werden, sodass er mit seinesgleichen 
überlappt. Wenn man also die Urkreise 
zu klein wählt, dann nicht irgendwie, 
sondern nur genau im richtigen Maße zu 


Diese Kugelpackung beginnt mit zwanzig 
Kugeln an den Ecken eines Dodekaeders plus 
einer großen im Zentrum und entsprechend 
gewählten Inversionskugeln. Links ein 
frühes Stadium der Füllung, rechts die »un- 
tere Hälfte« der vollendeten Packung. Die 
Kugeln sind mit vier Farben so eingefärbt, 
dass nirgends zwei gleichfarbige Kugeln 
aneinander stoßen. 


klein; sonst kommt keine apollonische 
Packung zu Stande. 

Diese Überlegungen werden beson- 
ders interessant, wenn man von flächigen 
Kreispackungen zu räumlichen Kugelpa- 
ckungen übergeht. Unser Universalwerk- 
zeug, die Inversion, ist nicht auf zwei Di- 
mensionen beschränkt. Die Inversion an 
der Kugel, die unter anderem auch der 
abstrusen Hohlwelttheorie zur Unwider- 


leglichkeit verhilft (Spektrum der Wis- 


DIE INVERSION AM KREIS 


Eine Fliege, die im Inneren einer blank polierten Konserven- 
dose sitzt, sieht in diesem »Hohlspiegel« sich selbst umso grö- 
ßer und weiter entfernt, je näher sie selbst dem Mittelpunkt des 
spiegelnden Kreises ist. Die mathematisch definierte Inversion > 
am Kreis, auch »Kreisspiegelung« genannt, ist zwar nicht dassel- 

be wie die physikalische Spiegelung, hat aber mit ihr einige we- 
sentliche Eigenschaften gemein. So ist auch bei der Inversion 
das Spiegelbild vom Spiegelbild wieder gleich dem Urbild. 

Im Prinzip darf der Inversionskreis (die »Konservendose«) ir- 
gendwo in der Ebene sitzen. Wenn man es sich aussuchen kann, 
gibt man dem Kreis den Radius 1 und verlegt seinen Mittelpunkt 
in den Ursprung des Koordinatensystems (»Einheitskreis«), weil 
dann die Berechnungen am einfachsten sind. 

Im allgemeinen Fall habe der Inversionskreis den Mittel- 
punkt M und den Radius r. Dann liegt zu einem beliebigen Punkt 
x der Bildpunkt x’ in derselben Richtung wie x, von M aus gese- 
hen, und das Produkt der Entfernungen von x und x', jeweils zum 
Mittelpunkt M, ist gleich r?. 

Punkte im Inneren des Inversionskreises werden ins Äußere 
abgebildet und umgekehrt. Punkte auf dem Inversionskreis ge- 
hen in sich selbst über. Der Mittelpunkt des Inversionskreises 
wird ins Unendliche abgebildet und umgekehrt. 

In den Bildern ist der Inversionskreis schwarz gezeichnet, 
der Kreis, der abgebildet wird, blau und sein Bild unter der In- 
version rot. Man darf auch das Rote als das Urbild auffassen und 
das Blaue als das Bild. 


CHRISTOPH PÖPPE 


zwar in denselben Punkten, denn die Punkte des Inversions- 
kreises bleiben unter der Inversion unverändert. 

>» Ein Kreis, der durch M geht, wird auf eine Gerade abgebildet, 
die nicht durch M geht, und umgekehrt. Eine Gerade lässt sich in 
diesem Zusammenhang sinnvoll auffassen als ein Kreis mit un- 
endlich großem Radius, der dementsprechend durch den unend- 
lich fernen Punkt geht. 
>» Eine Gerade, die durch M geht, wird auf sich selbst abge- 
bildet. 


Die Inversion ist winkeltreu. Zwei Geraden (oder Kreise), die 
sich unter einem Winkel & schneiden, werden auf zwei Kreise 
(oder Geraden) abgebildet, die sich unter demselben Winkel & 
schneiden. (Der Winkel zwischen gekrümmten Linien ist der 
Winkel zwischen ihren Tangenten im Schnittpunkt.) Das Bild 
eines Kreises, der den Inversionskreis rechtwinklig schneidet, 
muss ebenfalls den Inversionskreis rechtwinklig schneiden und 
deswegen schon dem ursprünglichen Kreis gleich sein. Zwei par- 
allele Geraden werden auf Kreise abgebildet, die sich im Mittel- 
punkt des Inversionskreises unter dem Winkel null schneiden, 
das heißt tangential zueinander sind. 


Eine Inversion macht aus Kreisen und Geraden Kreise und 
Geraden. 

Im Einzelnen: 

>» Ein Kreis, der nicht durch den Mittelpunkt M des Inver- 
sionskreises geht, wird wieder auf einen Kreis abgebildet. Wenn 
er den Inversionskreis schneidet, tut das auch sein Bild, und 
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senschaft 2/2008, S. 46), gehorcht den 
analogen Gesetzen wie ihre »flache« 
(zweidimensionale) kleine Schwester. 
Insbesondere bildet sie Kugeln und Ebe- 
nen auf Kugeln und Ebenen ab. Dabei 
kommt es wieder darauf an, ob die abzu- 
bildende Kugel durch den Mittelpunkt 
der Inversionskugel geht oder nicht. 

Das oben dargestellte Rezept für die 
Herstellung einer apollonischen Kreis- 
packung wäre wie folgt auf apollonische 
Kugelpackungen zu übertragen: Im ers- 
ten Schritt setze man die Urkugeln an 
die Ecken eines regelmäßigen »Vielecks«. 
Dafür kommen in drei Dimensionen 
nur die fünf platonischen Körper in Fra- 
ge: Tetraeder, Oktaeder, Würfel, Dodeka- 


eder und Ikosaeder. 


Ungehemmt 
rotierende Kugellager 
Die oben erwähnten vier Kugeln im Kar- 
ree sind schon ein guter Anfang: Man 
muss nur noch eine Kugel von oben in 
das Loch in der Mitte des Quadrats set- 
zen und eine von unten, und fertig ist 
die Besetzung des Oktaeders. Wenn sich 
allerdings diese sechs Kugeln berühren, 
ist die Anordnung bereits verklemmt, 
denn es gibt lauter Gruppen von drei 
Kugeln, deren jede die beiden anderen 
berührt. Wie könnte es auch anders sein; 
das Oktaeder besteht aus Dreiecksflä- 
chen. Also muss man die Kugeln verklei- 
nern, um sie auseinander zu halten. 

Im zweiten Schritt setze man die In- 
versionskugeln so, dass sie die Urkugeln 
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rechtwinklig durchdringen und einander 
in einem zulässigen Winkel schneiden, 
sprich einem glatten Teiler von 180 
Grad. (Der Winkel zwischen zwei sich 
schneidenden Kugeln ist der Winkel 
zwischen ihren Tangentialebenen in 
einem Schnittpunkt.) Dass die Inversi- 
onskugeln sich nur berühren, ist bei den 
platonischen Körpern nicht erreichbar. 

Wie im zweidimensionalen Fall gibt 
es eine zentrale Inversionskugel, die in 
dem Maße anwächst, wie die Urkugeln 
verkleinert werden, sowie in der Größe 
unveränderliche äußere Inversionskugeln, 
die »zwischen« den Urkugeln liegen. Bei 
einem platonischen Körper liegen die 
Mittelpunkte der äußeren Inversions- 
kugeln auf den Ecken des dualen plato- 
nischen Körpers. (Würfel und Oktaeder 
sind dual zueinander, desgleichen Dode- 
kaeder und Ikosaeder; das Tetraeder ist 
dual zu sich selbst.) Dadurch ergibt es 
sich, dass der Winkel zwischen den äu- 
ßeren Inversionskreisen immer dann ei- 
nen zulässigen Wert hat, wenn der duale 
Körper aus gleichseitigen Dreiecken oder 
Quadraten besteht. Nur zum Ikosaeder 
gibt es keine apollonische Kugelpackung, 
weil dessen Duales, das Dodekaeder, von 
Fünfecken begrenzt ist. 

Dafür gibt es zum Oktaeder, je nach 
Verkleinerung der Urkugeln, zwei we- 
sentlich verschiedene Packungen. Eine 
von ihnen ist tatsächlich zweifarbig (Bild 
S. 69 oben), das heißt, man kann die Ku- 
geln mit nur zwei Farben so einfärben, 


dass nirgends zwei gleichfarbige Kugeln 
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sich berühren. Diese Kugeln können völ- 
lig unverklemmt in jeder Richtung rotie- 
ren — vorausgesetzt, alle roten Kugeln 
drehen sich in eine Richtung und alle 
blauen genau in die Gegenrichtung. 

Das ist alles sehr beeindruckend. Aber 
auch Hans Herrmann glaubt nicht ernst- 
haft, dass tief unter der Erde Kaliforniens 
eine oktaedrisch-apollonische Packung 
von Wackersteinen die Gesteinsplatten am 
Rumpeln hindert. Der Wert seiner Arbeit 
für die Anwendungen liegt in dem Nach- 
weis, dass ein »Kugellager des Teufels« 
möglich ist. Weitere Forschungen mögen 
die geschlagene Bresche erweitern und 
noch mehr Anordnungen mit dieser Ei- 
genschaft finden — nicht ganz so regelmä- 


ßig vielleicht, dafür aber realistischer. <I 


Die fraktale Geometrie der Natur. Von Benoit 
Mandelbrot. Birkhäuser, Basel 1991 


Space-filling bearings in three dimensions. 
Von R. Mahmoodi Baram, Hans J. Herrmann 
und N. Rivier, in: Physical Review Letters, Bd. 
92, 5. 044301, 2004 


Precise determination of the fractal dimen- 
sions of Apollonian packing and space-Alling 
bearings. Von 5.5. Manna und H.J. Herrmann, 
in: Journal of Physics A, Bd. 24, S. L481, 
1991 


Space-filling bearings. Von H.). Herrmann, G. 
Mantica und D. Bessis, in: Physical Review 
Letters, Bd. 26, 5. 3223, 1990 


Weblinks zu diesem Thema finden Sie unter 
www.spektrum.de/artikel/839590. 
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VIERTE DIMENSION 


Im R4 ist viel Platz 


Wer unversehens in den R* gerät, erlebt eine ungeahnte Reichhaltigkeit an 
geometrischen Körpern - und die eigene Beschränktheit. Hausbackene 
Abbildungsmethoden und die Lineare Algebra helfen uns dreidimensionalen 
Wesen, einen Begriff von höheren Welten zu bekommen. 


Von Christoph Pöppe 


ennen Sie noch den alten R4? 

Krückstockschaltung, gewöhnungs- 
bedürftige Straßenlage, nichts für die 
Anhänger einer sportlichen Fahrweise. 
Keine Materialverschwendung für Kom- 
fort oder Lärmminderung — aber vier- 
türig und erstaunlich geräumig, voraus- 
gesetzt, man war bereit, den eigenen 
Körper und das Gepäck in geeigneter 
Weise zusammenzufalten. 

In einem solchen Gefährt fand ich 
mich wieder, nachdem ich über die pa- 
pierne Datenbank in der Mensa eine 
Mitfahrgelegenheit nach Berlin gefunden 
hatte (die Geschichte ist schon reichlich 
dreißig Jahre her). Wir waren fünf Leute 
samt vollgepackten Rucksäcken, hatten 
uns mit beträchtlicher Mühe in dem 
Auto verstaut, die Fahrt versprach lang zu 
werden, und ich versuchte ein bisschen 
zu schlafen. 

Auf einmal war es überall ziemlich 
hell. Das musste der Grenzkontrollpunkt 
sein. Ich blinzelte und griff unwillkürlich 
nach meinem Reisepass — aber irgend- 
etwas stimmte nicht. Noch nie hatte ich 
in einem Auto den schwer zugänglichen 
Hohlraum unter den Vordersitzen so gut 
beleuchtet gesehen. War das eine Spezia- 


lität des R4? 
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Dann hatte ich das unangenehme 
Gefühl, dass jemand seine Aufmerk- 
samkeit sehr speziell auf mich richtete, 
auch wenn ich mir nicht vorstellen 
konnte warum. Mein Pass war noch 
gültig, und ich hatte nichts bei mir, das 
den Grenzorganen der DDR hätte miss- 
fallen können. 

Das Gekicher, das unlokalisierbar 
von allen Seiten her an mein Ohr drang, 
wirkte sehr unamtlich. Und dann der 
Ausruf: »Der ist ja sowas von dünnl« 

Ich schloss beruhigt die Augen und 
klappte mich wieder auf dem Sitz zu- 
sammen. Man kann mir ja einiges nach- 
sagen; aber dünn bin ich nun wirklich 
nicht. Die mussten jemand anders mei- 
nen. Nur: Wieso war es bei geschlos- 
senen Augen immer noch so hell? 


Nicht um die 
Kragenebene knicken! 
»Wieso der?« fragte eine andere Stimme. 
»Sieht man doch, dass das ein Männ- 
chen ist«, kam die Antwort. Plötzlich 
fühlte ich mich an intimer Stelle unan- 
genehm berührt, schrak hoch, überprüf- 
te hastig meine Kleidung — aber daran 
war nichts zu beanstanden. 

Die Berührung wechselte zu meinen 
eingeklemmten Füßen, und dann ge- 
schah etwas noch Seltsameres: Meine 


MIT FRDL. GEN VO! 


Füße waren mit einem Mal verschwun- 
den! Zumindest sah ich sie nicht mehr, 
und der Rucksack, unter dem sie ge- 
steckt hatten, hörte plötzlich auf zu drü- 
cken. Stattdessen fühlte es sich so an, als 
wollte jemand meine Knie überstrecken: 
jene charakteristische Bewegung, mit der 
man beim Hühnerbein den einen Kno- 
chen vom anderen löst. 

»Vorsicht«, kam wieder eine Kicher- 
stimme. »Verknick ihn nicht.« 

Aber es tat überhaupt nicht weh. 


Vorübergehend bekam ich auch meine 


Füße wieder zu sehen. Überall, von in- 
nen wie von außen, fassten irgendwelche 
Hände mich an, wilde Lichteffekte 
schwirrten um mich her; dann beruhigte 
sich allmählich die ganze Szenerie. Ich 
fand mich auf einer Art weißem Tisch 
sitzend wieder, vollständig und, soweit 
erkennbar, unversehrt. 

Ich wackelte mit dem Kopf - alles in 
Ordnung. Nur dieses schattenlose, dif- 
fuse Licht ohne eine erkennbare Licht- 
quelle war nach wie vor höchst verwir- 
rend. Ich wackelte etwas heftiger mit 
dem Kopf - und wieder war alles durch- 
einander. Heftiges Lichtgeflacker, ich sah 
wieder nichts von mir selbst, und unter 
den unsichtbaren Kicherstimmen ent- 
stand fast hysterische Erregung: »Pass 
auf, er fällt $wärts!« Und wieder fassten 
mich unzählige Hände und setzten mich 
zurecht. 

Mit dem Zeichen ® versuche ich 
eine Art Würgelaut wiederzugeben, den 
ich so noch nie gehört hatte. Erst später 
wurde mir seine Bedeutung klar. 

Anscheinend wurde ich besichtigt. 
Augenpaare tauchten aus dem Nichts auf 
und verschwanden wieder, gelegentlich 
konnte ich ein erstauntes Gesicht dazu 
sehen, einige besonders Vorwitzige schie- 
nen mit den Fingern in mir herumzusto- 
chern — jawohl, in mir. Es fühlte sich 
sehr merkwürdig an, wie eine verschärfte 
Form von Nasebohren. Nachdem ich 
mehrfach erschrocken zusammengezuckt 
war, ließ man von mir ab. 

»Knick ihn doch noch einmal um 
diese Ebene«, schlug eine der Stimmen 
vor und fasste mich um und in meinen 
Bauch. Noch bevor ich ernsthaft in Pa- 
nik geraten konnte, verspürte ich wieder 
dieses Knirschgefühl, mein Unterleib 
verschwand im Unsichtbaren — aber es 
tat wieder nicht weh. 

»Kopf hoch«, flüsterte ich mir selbst 
zu, »anscheinend geht es mir noch nicht 
an den Kragen.« 
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»Nicht Kopf hoch«, erwiderte eine 
der Stimmen. »Kopf &!« 4 war ein an- 
derer Würgelaut, den ich ebenfalls noch 
nie gehört hatte. »Um die Kragenebene 
abknicken.« Hilfreiche Hände packten 
mich am (im?) Kopf, es knirschte nur 
ganz wenig, aber mich packte die blanke 
Angst um meine Halswirbel. Wieder 
tanzten die Lichteffekte um mich, meine 
Arme wurden unsichtbar, dafür tauchten 
auf einmal meine Füße dicht vor meiner 
Nase auf. Ich hätte ohne weiteres an 
meinem großen Zeh nuckeln können, 
was mir seit Kleinkindertagen nie wieder 
gelungen war. Das Merkwürdigste war: 
Ich fühlte mich überhaupt nicht ver- 
krümmt! 

Offensichtlich war ich nicht der Ein- 
zige, der staunte. Von allen Seiten her er- 
schienen Augenpaare aus dem Nichts 
und betrachteten mich intensiv, hek- 
tisches Geflüster setzte ein, und dann die 
entscheidende Bemerkung: »Der ist 
nicht bloß dünn - ist der vielleicht drei- 
dimensional?« 

Was für eine Frage! »Natürlich bin 
ich dreidimensional«, erwiderte ich mit 
einer gewissen Entrüstung. »Ich habe 
eine Länge, eine Breite und eine Dicke, 
und das nicht zu knapp. Das wäre ja 
fürchterlich, wenn ich zweidimensional 
wäre. Platt wie eine ausgebreitete Frisch- 
haltefolie, und beliebig verknitterbar.« 

Eine meiner Gesprächspartnerinnen 
nahm plötzlich diesen ganz besonders 
therapeutischen Tonfall an. Offensicht- 


lich versuchte sie, mir schonend etwas 
beizubringen, das ich kaum zu verstehen 
im Stande wäre. »Ich fürchte, du bist 
dreidimensional, platt und beliebig ver- 
knitterbar. Es wäre kein Problem, dich 
handlich zusammenzurollen.« 

»Wie?« 

»Na, ganz einfach. Wir heben deinen 
Kopf &, rollen ihn ein, und der Rest 
geht dann ganz einfach ...« 

»Bitte nicht. Aber welche Richtung 
ist 4x 

»Was für eine Frage! Beweg dich ein- 
fach ein bisschen« — und schon griff mir 
jemand hilfreich in die Arme: »Rechts, 
links, vorne, hinten, oben, unten ...« 
wieder dieses Knirschgefühl, »... $ und 
®. Ist doch eigentlich ganz klar.« 

Jetzt endlich begriff ich. »Seid ihr 
etwa vierdimensional?« 

»Ja selbstverständlich. Von jedem 
Punkt aus kann man sich in vier Rich- 
tungen bewegen, die alle aufeinander 
senkrecht stehen — wie man leicht sieht.« 

Ich sah es nicht. Nach einer Weile 
wurde den geheimnisvollen Unbekannten 
klar, dass mein Vorstellungsvermögen 
hier an unüberwindliche Grenzen stieß. 
Zum Glück bemerkten wir, dass uns ein 
Verständigungsmittel zur Verfügung 
stand, das von solchen Einschränkungen 
unabhängig war: die abstrakte Sprache 
der Mathematik. Reelle Zahlen waren 
uns geläufig, ebenso die Tatsache, dass 
man, wenn man sich erst einmal einen 
Nullpunkt und ein Koordinatensystem 
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Drei regelmäßige Fünfecke in der Ebene 
lassen eine Lücke, die durch Falten entlang 
der gemeinsamen Kanten geschlossen wird 
(links). Entsprechend schließt man im vier- 
dimensionalen Raum die Lücke zwischen drei 
Dodekaedern, indem man sie gegeneinander 
faltet - entlang der gemeinsamen Ebenen. 


zugelegt hat, jeden Punkt im Raum 
durch drei reelle Koordinaten ... 

»Nein, vier reelle Koordinaten. Wir 
sind hier im IR*.« 

Schon richtig. Mit R bezeichnet 
man die reelle Zahlengerade, R? ist so 
etwas wie das Produkt der Menge IR mit 
sich selbst, das heißt die Menge aller 
Paare reeller Zahlen oder auch das, was 
man normalerweise die Ebene nennt. 
Der uns umgebende Raum heißt ent- 
sprechend RR’, und mehr gibt es nicht — 
dachte ich, bis ich in jenen merkwür- 


digen R4 stieg. 


Leben in vier Dimensionen 

Das Leben in der Ebene muss aus- 
gesprochen öde sein. Die Augen eines 
IR?-Menschen sehen nicht ein zwei- 
dimensionales Bild, sondern nur eine Li- 
nie. Wer mit dem Blick nach Osten aus 
einem zweidimensionalen Ei geschlüpft 
ist, muss einen Kopfstand machen, um 
westwärts zu schauen (Norden und Sü- 
den gibt es sowieso nicht). Alexander K. 
Dewdney, den »Spektrum«-Lesern be- 
kannt als langjähriger Autor der »Com- 
puter-Kurzweil«, hat die Bewohner des 
von ihm erdachten »Planiversums« des- 
halb vorsorglich mit einem Ost- und 
einem Westauge ausgestattet. Knoten 


So macht man einem IR?-Menschen ein Do- 
dekaeder (links) begreiflich: Man setzt ein 
Drahtmodell auf die Ebene und hängt eine 
punktförmige Lichtquelle dicht über seine 
Deckfläche (Mitte). Der Schatten des Draht- 
modells in der Ebene ist das Schlegel-Dia- 
gramm (rechts): Es besteht aus teilweise 
verzerrten Fünfecken, aber gewisse Eigen- 
schaften, etwa dass sich in jeder Ecke drei 
Fünfecke treffen, bleiben erhalten. 
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Die Projektion des 120-Zells in den IR?. Die 
120 Dodekaeder erscheinen in neun Schich- 
ten: zuinnerst das »Baby« (Mitte), klein, 
weiß und unverzerrt, darum der Reihe nach 
12 blaue, 20 rote, 12 gelbe, 30 grüne, 12 
gelbe, 20 rote und 12 blaue Dodekaeder, die 
immer größer und verzerrter werden (alle 
Dodekaeder einer Schicht sind kongruent). 
Das alle umschließende weiße Dodekaeder, 
der »Käfıg« (oben), ist wieder unverzerrt. 
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ind undenkbar, ebenso wie viele andere 
Dinge, die das Leben im RR? erfreulich 
nachen. Ob es so etwas wie Elektrizität 
zibt, ist unklar; unsereins kann sich je- 
lenfalls die Maxwell’schen Gleichungen 
.n weniger als drei Dimensionen nicht 
vorstellen. 

Überhaupt ist es im IR? ziemlich un- 
wegsam. Niemand würde eine Eisen- 
yahn bauen, denn es wäre unmöglich, 
las Gleis zu überqueren. 

Wer immer über die R’-Welt nach- 
lenkt oder gar ein Buch schreibt, den 
»efällt unweigerlich ein gewisses Mitleid 
nit den armen, ach so beschränkten 
Kreaturen. Und siehe da: Auf einmal 
zingen meine R‘-Freundinnen auffällig 
höflich und behutsam mit mir um. Of- 
fensichtlich hatten sie begriffen, wie be- 
schränkt ich war. 

Was geschieht mit einem IR’-Men- 
schen, wenn ein gewöhnlicher (IR}-) 
Mensch ihn aus seiner Ebene heraushebt 
und zusammenfaltet? Nichts Schlimmes. 
Hinterher kann man ihn wieder glattle- 
gen, und da er — für unsere Begriffe — 
unendlich dünn ist, bleibt noch nicht 
einmal eine Knickspur zurück. Aber in 
seiner Welt gibt es Drehungen nur um 
einen Punkt. Rotationen um eine ganze 
Achse sind für ihn unvorstellbar. Wenn 
bei einer solchen auch noch ein Teil von 
ihm aus seiner Welt herausgerät, wird er 
unweigerlich in Panik geraten. 

Ich war durchaus dankbar, dass mei- 
ne Freundinnen davon abließen, mich 
um eine Ebene zu knicken und mich da- 
bei von innen zu berühren. 

Sie zeigten mir eine Hauswand von 
außen — eine ganz gewöhnliche Ziegel- 
mauer. Dass das, was ich für ein ganzes 
Haus gehalten hatte, nur eine seiner 
Wände war und fast das ganze Volumen 
mit Ziegeln ausgefüllt war, konnte ich 
nicht sehen. Ob man das Innere nicht 
hohl lassen könne? »Natürlich nicht. 
Dann zieht’s doch rein. In der Mitte des 
Volumens ist ein Glasblock« - von dem 
ich nichts sehen konnte — »damit Licht 
hereinkommt.« 


Dreidimensionale Schatten 
Einer unter den IR-Damen fiel ein, wie 
man meinem Vorstellungsvermögen auf- 
helfen könnte: »Wir gehen einfach eine 
Dimension herunter. Projektion! Gib 
mir doch mal einen Schreibblock, ich 
will ihm etwas aufklotzen.« 

Vor meinen Augen tauchte aus dem 
Nichts ein massiver Klotz aus Papier auf, 


wabbelte ein wenig und nahm dann wie- 
der Quaderform an. 

»Ach nein, gib mir lieber einen Over- 
headblock, sonst sieht er nichts im In- 
neren.« 

Der Papierklotz verschwand und 
wurde durch einen durchsichtigen Klotz 
ersetzt. In dessen Mitte erschien die Spit- 
ze eines Filzstifts und zeichnete eine ver- 
traute Figur — räumlich. 

»Ihr Mathematiker steht doch so auf 
die platonischen Körper. Das hier ist ein 
Dodekaeder; es besteht aus zwölf regel- 
mäßigen Fünfecken, die jeweils zu dritt 
an eine Ecke grenzen.« 

Das Gebilde war mir geläufig. 

»Jetzt überleg dir, wie du so ein Ding 
aus Papier machst.« 

Da kannte ich mich aus. »Ich zeich- 
ne ein regelmäßiges Fünfeck auf Papier 
und an jede seiner Seiten ein gleichar- 
tiges Fünfeck. Zwischen den äußeren 
Fünfecken bleiben kleine keilförmige 
Lücken, die schneide ich heraus und kni- 
cke das ganze Gebilde entlang der Gren- 
zen zwischen den Fünfecken, sodass die 
äußeren Fünfecke sich treffen. Das gibt 
ein halbes Dodekaeder, und die andere 
Hälfte geht genauso.« 

»Nicht schlecht, wenn man bedenkt, 
wie beschränkt er ist«, kam ein Kommen- 
tar von dritter Seite. »Benimm dich«, ver- 
setzte meine Freundin, »er kann doch 
nichts dafür.« Und zu mir: »Aber eure 
platonischen Körper sind nur ein müder 
Abklatsch von unseren. Pass auf.« 

Auf dem Boden vor mir erschien ein 
massives Dodekaeder. »Das ist das mitt- 
lere Dodekaeder.« Klack, saß auf einer 
seiner Seitenflächen ein gleichartiger 
Körper und — klack — auf der Nachbar- 
fläche ein dritter. »Eigentlich müsste ich 
jetzt auf jede Fläche des mittleren Dode- 
kaeders ein weiteres aufsetzen; aber die 
beiden reichen für den Anfang. Du 
siehst die keilförmige Lücke zwischen 
den äußeren Körpern?« 

»Sicher.« 

»Jetzt passiert etwas ganz Einfaches. 
Ich knicke die äußeren Dodekaeder ge- 
gen das mittlere, und zwar entlang der 
gemeinsamen Grenzfläche, bis sich die 
beiden berühren. Und schon ist die Lü- 
cke zu.« 

Es knirschte ein bisschen —- und dann 
waren die beiden äußeren Dodekaeder 
meinem Blick entschwunden. 

»Er sieht wieder nichts«, kommen- 
tierte eine Kollegin aus dem IR. »Dazu 
ist er doch zu dünn.« 
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»Schon gut«, erwiderte meine erste 
Gesprächspartnerin. »Deswegen mache 
ich doch das Licht an. Schau dir den 
Overheadklotz an.« 

Gleichmäßiges Licht durchflutete den 
Klotz; mit einem kurzen Wischen war die 
Zeichnung aus seinem Inneren ver- 
schwunden, und es erschien das Abbild 
der drei Dodekaeder, ohne irgendeine Lü- 
cke zwischen ihnen. Allerdings sahen zwei 
von ihnen ein bisschen verzerrt aus. 

»Ich habe jetzt $halb der drei Kör- 
per eine punktförmige Lichtquelle ange- 
knipst. Wenn dir einige von ihnen ver- 
zerrt vorkommen, liegt das an der Per- 
spektive.« 

Dann hielt sie sich mit weiteren Er- 
läuterungen nicht auf. Es machte klack, 
klack, klack, ... Im Original sah ich 
nichts davon, aber in der Projektion in 
den Overheadklotz fügte sich ein Dode- 
kaeder nach dem anderen zu den bereits 
vorhandenen, lückenlos, versteht sich. 
Die einzelnen Körper wurden immer 
größer und immer verzerrter: Hinter 
einer riesengroßen Fünfecksfläche ver 
schwanden die elf anderen geradezu. 
Nachdem es eine geraume Zeit geklackt 
hatte, kam das letzte Dodekaeder hinzu 
und verdeckte alle anderen. Es war sehr 
groß, aber völlig unverzerrt. 

»Das ist das 120-Zell, das Pracht- 
stück unter unseren platonischen Kör- 
pern. Es besteht aus 120 Dodekaedern. 
An jede Ecke grenzen vier von ihnen, an 
jede Kante dreie, und alle sind genau 
gleich, obgleich es für dich nicht so aus- 
sieht. Innen ist es übrigens hohl.« 

Man drehte das Prachtstück um ver- 
schiedene Ebenen; im IR* finden Dre- 
hungen nicht um Achsen, sondern stets 
um Ebenen statt. In meiner beschränkten 
Weltsicht konnte ich die vielen Symme- 
trien, über die das 120-Zell verfügt, nur 
mühsam erahnen. Zunächst hatte die 
Lampe genau $halb des Körpermittel- 
punkts des $sten Dodekaeders gehan- 
gen. So gesehen wirkte auch die Projek- 
tion sehr symmetrisch (Bild links). Aber 
man konnte das ganze Ding auch so dre- 
hen, dass eine Fläche, eine Kante oder 
eine Ecke der Lichtquelle am nächsten 
waren, genauer: dass ein Flächenmittel- 
punkt, ein Kantenmittelpunkt oder ein 
Eckpunkt auf die Ywärts gerichtete 
Koordinatenachse, die senkrecht auf 
»meinem« RR? stand, zu liegen kamen. Je 
nach Orientierung kamen die verschie- 
densten Symmetrien des Körpers zum 
Vorschein. 


Zentralprojektion des 24-Zells 
im Kantenmodell 


Das 120-Zell ist nicht nur als lauter 
gleichen Bestandteilen aufgebaut, die ih- 
rerseits aus lauter gleichen Teilen beste- 
hen, es ist auch eckentransitiv, das heißt, 
alle Ecken samt ihren Umgebungen sind 
gleich in einem verschärften Sinne: Zu 
zwei beliebigen Ecken gibt es eine Dre- 
hung, welche die eine Ecke in die andere 
und den ganzen Körper in sich selbst 
überführt. Seine 120 Dodekaeder liegen 
zu dritt um jede der 1200 Kanten und 
zu viert um jede der 600 Ecken. Damit 
verfügt das 120-Zell über dasselbe Aus- 
maß an Symmetrie wie die bekannten 
fünf platonischen Körper in drei Dimen- 
sionen: Tetraeder, Oktaeder, Würfel, Iko- 
saeder und Dodekaeder. 


Reguläre Polytope 

in vier Dimensionen 

Aber Symmetrie allein kann ziemlich 
langweilig sein. Der symmetrischste Kör- 
per überhaupt ist in drei Dimensionen 
die Kugel, denn sie wird von jeder Dre- 
hung um ihren Mittelpunkt in sich 
selbst übergeführt. Eckentransitiv ist sie 
auch — keine Kunst für einen Körper, der 
keine Ecken hat. Das Gleiche gilt für das 
vierdimensionale Gegenstück der Kugel, 
die gelegentlich »Hyperkugel« genannt 
wird. Ein Geometer schätzt es, wenn sei- 
ne Gegenstände außer symmetrisch auch 
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kompliziert und eindrucksvoll sind, eine 
Eigenschaft, die das 120-Zell in beson- 
derem Maße erfüllt. 

Erst später und mehr der Vollstän- 
digkeit halber rückten meine neuen Be- 
kannten mit der Auskunft heraus, dass es 
in ihrer »höheren Welt« genau sechs ver- 
schiedene platonische Körper gibt — ei- 
nen mehr als in drei Dimensionen, wie 
sie im Bewusstsein ihrer Überlegenheit 
hinzufügten. Außer dem 120-Zell han- 
delt es sich um 
» das 5-Zell aus fünf Tetraedern; 

» das 8-Zell aus acht Würfeln, auch 
»Tesserakt« oder »Hyperwürfel« genannt, 
weil er in seiner Welt wie unser Würfel 
die Rolle eines Grundbausteins spielt; 
insbesondere kann man den R lücken- 
los mit Hyperwürfeln füllen; 

» das 16-Zell aus sechzehn Tetraedern; 
» das 24-Zell aus 24 Oktaedern (Bild 
oben) und 

» das 600-Zell aus stolzen 600 Tetra- 
edern; an jeder der 720 Kanten liegen 
fünf Tetraeder und an jeder der 120 
Ecken zwanzig Stück. 

Da allerdings musste ich einwenden, 
dass eine große Anzahl von platonischen 
Körpern nicht unbedingt ein Anzeichen 
hoher Raumdimension ist. Immerhin 
sind in zwei Dimensionen platonische 
Körper nichts anderes als regelmäßige 
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Vielecke, und davon gibt es unendlich 
viele, eins für jede Eckenzahl. 

Ganz im Gegenteil: Die Bausteine 
für einen platonischen Körper im n-di- 
mensionalen Raum müssen ihrerseits 
platonische Körper im (n-1)-dimensio- 
nalen Raum sein. Aber nicht alle von 
diesen taugen als Bausteine. So sind das 
Ikosaeder im R? und alle Vielecke ab 
dem Sechseck im IR? »zu dick« in dem 
Sinn, dass drei Exemplare von ihnen 
nicht um eine Kante beziehungweise 
Ecke passen, und damit unbrauchbar. 
Also müsste die Anzahl der Platonischen 
mit zunehmender Dimension eigentlich 
abnehmen. Allerdings ist das Tetraeder 
ähnlich vielseitig wie das gleichseitige 
Dreieck: Man kann drei, vier oder fünf 
von ihnen um eine Kante legen. Da- 
durch kehrt sich der allgemeine Abnah- 


metrend für den IR um. 


Die Krücke der Linearen Algebra 
Außerdem musste ich an dieser Stelle 
die Ehre der beschränkten IR’-Wesen ret- 
ten: Die sechs besonders regelmäßigen 
Körper im IR hatten sie auch schon ge- 
funden, und zwar bereits im 19. Jahr- 
hundert. Der Ruhm gebührt einem 
Berner Theologen und Mathematiker 
mit dem beruhigenden Namen Ludwig 
Schläfli (1814-1895) sowie dem deut- 
schen Mathematiker Victor Schlegel 
(1843-1905). 
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Ein Würfel, auf die Spitze gestellt (a) und 
von oben mit parallelem Licht beschienen, 
wirft als Schatten in den IR? (die Ebene) ein 
doppeltes Sechseck (b). Entsprechend wer- 
den aus einem vierdimensionalen Würfel 
durch Zentralprojektion in den IR? zwei 
Rhombendodekaeder (c), die dasselbe Volu- 
men einnehmen und nur an dessen Oberflä- 
che miteinander Kontakt haben (hier sind 
deren Komponenten, die Rhomboeder, zur 
Verdeutlichung etwas nach außen verscho- 
ben). Die Projektionen sind so gewählt, dass 
im Projektionsbild wie im Original alle Kan- 
ten gleich lang sind. 


Da horchten die höheren Wesen auf 
einmal auf. Wie hatten die Dreidimen- 
sionalen die unvermeidliche Beschrän- 
kung ihres Vorstellungsvermögens über- 
winden können? 

Gute Frage. Wie erlangt man Er- 
kenntnisse höherdimensionaler Welten, 
wenn man selbst in einer niederdimensi- 
onalen Welt lebt? Eine erste Antwort lie- 
fert die abstrakte Koordinatengeometrie. 
Einfach vier statt drei Zahlen für die An- 
gabe eines Punkts zu verwenden und mit 
diesen Koordinaten zu rechnen ist etwas 
ungewohnt, aber nicht besonders schwie- 
rig. Wie im gewohnten Raum gibt es 
Geraden und Ebenen, und sie werden 
durch Gleichungen beschrieben, die den 
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herkömmlichen Geraden- und Ebenen- 
gleichungen zum Verwechseln ähnlich 
sind. Auch die Formeln für die Entfer- 
nung zweier Punkte und den Winkel 
zweier Geraden sehen ziemlich vertraut 
aus. Dass es dreidimensionale Unterräu- 
me gibt, die nicht alle Punkte des Raums 
enthalten, ist gewöhnungsbedürftig. 
Aber der Formalismus der Linearen Al- 
gebra findet mühelos die Gerade, die auf 
einem ganzen Unterraum senkrecht steht 
und durch einen vorgegebenen Punkt 
geht, oder die Ebene, in der sich zwei 
Unterräume schneiden, wenn sie nicht 
gerade parallel sind. 

Man spiegelt im IR nicht an einer 
Ebene, sondern an einem ganzen Raum. 
Drehungen finden nicht, wie im R? (der 
Ebene), um einen Punkt oder, wie im 
R?, um eine Achse statt, sondern um 
eine ganze Ebene. Während im RR? eine 
Ebene die Welt in zwei strikt getrennte 
Hälften zerlegt und es gänzlich unmög- 
lich ist, von der einen Hälfte in die an- 
dere zu gelangen, ohne die Ebene zu 
kreuzen, stört eine Ebene im IR? den 
Weg des Wanderers nicht mehr als un- 
sereinen ein — unendlich langer — Later- 
nenpfahl. Man darf halt nicht dagegen- 
laufen, das ist alles. 

Meine Gesprächspartnerinnen hör- 
ten mit ungläubiger Überraschung von 
IR’-Ländern wie der DDR. Dass ein gan- 
zes Land bis auf wenige sorgfältig kont- 
rollierte Löcher ringsum eingezäunt sein 
könnte, kam ihnen merkwürdig vor. 
Aber dann machten sie sich klar, dass ein 
Zaun um ein ganzes Land eine im We- 
sentlichen eindimensionale Angelegen- 
heit ist, da wir wegen der Schwerkraft 
schon über unsere dritte Dimension nur 
mit hohem Aufwand verfügen können. 
In ihrer Welt dagegen müsste man ein 
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Land mit einem riesig ausgedehnten Sta- 
cheldrahtkäfig umgeben, um seine Be- 
wohner einzusperren, und die könnten 
den Käfig dann immer noch überfliegen 
— Yfliegen, um genau zu sein. 

Nein, jemanden einzusperren oder 
auch nur etwas stoßsicher zu verpacken 
ist sehr mühsam im IR‘. Während bei 
uns ein Karton mit sechs flächenhaften 
Stücken Wellpappe auskommt (vier 
Wände, Boden und Deckel), müssen es 
im Vierdimensionalen immer gleich acht 
sein, und zwar nicht bloß dünne Pappe- 
deckel, sondern richtige (dreidimensio- 
nale) Quader. Entsprechend aufwändig 
sind die Häuser der R-Menschen. 

Dafür sind die Verkehrsverbindun- 
gen im IR hervorragend. Straßen oder 
Bahnlinien kommen einander nicht 
mehr in die Quere als bei uns die Later- 
nenpfähle. Mit dem doppelten Zeitauf- 
wand erreiche ich nicht nur viermal so 
viele Ziele wie bei uns, sondern achtmal, 
wobei in beiden Fällen unterstellt wird, 
dass eine Dimension wegen der Schwer- 
kraft nicht zur Verfügung steht. Es gibt 
wirklich viel Platz im IR‘, und das 
empfinden nicht nur dreidimensionale 
»Flachmänner« wie ich so, sondern auch 
die Bewohner selbst. 

Nachdem meine Freundinnen mich 
schon aus meinem IR? $wärts heraus- 
gehoben hatten, hätten sie mich unge- 
achtet aller Zäune wieder irgendwo in 
meinem vertrauten Raum absetzen kön- 
nen, gerne auch spiegelverkehrt, denn 
was man in drei Dimensionen nicht 
wirklich tun kann — einen Menschen 
durch sein exaktes Spiegelbild zu erset- 
zen —, das ist im IR‘ eine einfache Halb- 
drehung um eine Ebene. Ich würde aller- 
dings eine solche Umsetzung nicht lange 
überleben, denn alle organischen Mole- 


küle in mir hätten dann den falschen 
Drehsinn und kämen mit Nahrungs- 
und anderen Stoffen nicht mehr zurecht. 

Schöner als die abstrakte Koordina- 
tendarstellung ist es, dem Vorstellungs- 
vermögen direkt aufzuhelfen. Man 
möchte Dinge aus höheren Dimensi- 
onen so in die niedrigeren abbilden, dass 
die »Flachmänner« (und die Flachfrauen 
natürlich auch) durch bloßes Hinschau- 
en erleuchtet werden. 


Erleuchtung von &: Projektion 
Eine dieser Abbildungsmethoden ist die 
oben genannte Zentralprojektion. Der er- 
wähnte Victor Schlegel kannte und ver- 
wendete sie auch schon, weswegen diese 
Projektionsbilder heute Schlegel-Dia- 
gramme heißen. 

Statt einer punktförmigen Lichtquel- 
le knapp $halb des beleuchteten Kör- 


pers kann man auch paralleles Licht ver- 


dass die beiden Sechsecke, die dieselbe 
Fläche einnehmen, nur an ihrem ge- 
meinsamen Rand Kontakt haben. An 
diesem Modell können sie ohne Weiteres 
bestätigen, dass sich in jeder Ecke drei 
Quadrate treffen, ohne Lücken zwischen 
sich zu lassen — auch wenn sie es sich ei- 
gentlich nicht vorstellen können. 

Wenn man entsprechend einen vier- 
dimensionalen Hyperwürfel so auf eine 
Ecke stellt, dass die gegenüberliegende 
Ecke genau halb dieser Ecke liegt, und 
von & mit parallelem Licht bescheint, 
werden alle acht (gewöhnlichen) Würfel 
zu so genannten Rhomboedern verzerrt. 
Vier von ihnen bilden zusammen ein 
Rhombendodekaeder, einen Körper, der 
von zwölf Rauten begrenzt ist. Die rest- 
lichen vier Würfel bilden ebenfalls ein 
Rhombendodekaeder, das dasselbe Volu- 
men einnimmt wie das erste und mit 
diesem nur an seiner Oberfläche Kon- 
takt hat (c). An diesem Modell können 
wir ohne Weiteres bestätigen, dass sich 
in jeder Ecke vier Würfel treffen, ohne 
Lücken zwischen sich zu lassen — auch 
wenn wir uns das eigentlich nicht vor- 
stellen können. 

Nach demselben Prinzip veranschau- 
licht man sich auch die (hohle) Kugel im 
R‘, die so genannte 3-Sphäre. In der 
Parallelprojektion wird sie zu zwei ge- 
wöhnlichen Vollkugeln, die dasselbe Vo- 
lumen einnehmen und die man sich als 
an ihrer gemeinsamen Oberfläche mit- 
einander verklebt vorzustellen hat (Spek- 
trum der Wissenschaft 9/2004, $. 86). 

Die dritte Veranschaulichungsmetho- 
de wird bei uns wie bei den IR*-Menschen 


Für Flachmenschen wie uns ist es immer wieder 
faszinierend, wie geräumig der IR* ist 


wenden, das von & auf den R? herab- 
(genauer: ®wärts) scheint. Wieder hilft 
zum Verstehen das Analogon eine Di- 
mension tiefer. 

Man stelle einen gewöhnlichen Wür- 
fel so auf eine Ecke, dass die gegen- 
überliegende Ecke genau darüber liegt, 
und beleuchte ihn mit parallelem Licht 
von oben (Bild oben, a). Diese Parallel- 
projektion ergibt ein Sechseck, genauer 
gesagt: deren zwei, die genau dieselbe 
Fläche einnehmen (db). Jedes Sechseck 
besteht aus drei Rauten; das sind die 
durch die Projektion verzerrten Seiten- 
flächen des Würfels. R?-Menschen brau- 


chen sich jetzt nur noch vorzustellen, 
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in Bauplänen praktiziert: Ein Flachmann 
legt in Gedanken einen ebenen Schnitt 
durch den abzubildenden Gegenstand 
und zeichnet auf ein Stück Papier nur 
das, was in dieser Fbene liegt. Ein R*- 
Mensch legt stattdessen einen gedachten 
Raum durch den Gegenstand und doku- 
mentiert das, was sich in diesem Raum 
befindet, in einem Klotz Papier; deswe- 
gen sprechen die R’-Leute von vaufklot- 
zen« statt »aufzeichnen«. 

Für uns IR?-Menschen ist ein dreidi- 
mensionaler Schnitt hilfreich. Wie man 
in dem 120-Zell die Dodekaeder so ge- 
geneinander faltet, dass die Lücken zwi- 
schen ihnen verschwinden, geht einem 
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VIERTE DIMENSION 


Sudokus von S. 52/53 
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Flachmann nicht in seinen Flachkopf. 
Aber ein geeignet gelegter Schnitt macht 
aus dem Winkel dieser Faltung einen 
Winkel in einem gewöhnlichen (dreidi- 
mensionalen) Raum. 

So gewinnt man zum Beispiel ein 
Verständnis für die archimedischen Kör- 
per in vier Dimensionen. Archimedische 
Körper sind etwas weniger regelmäßig 
als platonische. Zwar wird nach wie vor 
die Eckentransitivität verlangt; aber die 
Bauteile eine Dimension niedriger brau- 
chen nicht mehr alle gleich und nur 
noch archimedisch statt platonisch zu 
sein. In drei Dimensionen gibt es zwei 
unendliche Klassen von Körpern, die di- 
ese Bedingungen erfüllen: 

» die Prismen (ein »-Eck als Boden, ein 
weiteres n-Eck als Deckel und lauter 
quadratische Wände zwischen Boden 
und Deckel); 

» die Antiprismen (Boden und Deckel 
sind gegeneinander um eine halbe n- 
Ecksseite verdreht und durch gleichsei- 


GERHARD TRAGESER 


Die Parallelprojektion des (6, 6)-Biprisma- 
chors füllt ein räumliches Volumen doppelt. 
Hier gezeigt ist eine der beiden Füllungen; 
sie enthält jeweils die Hälfte der beiden 
Sechserringe sechsseitiger Prismen, die sich 
umeinander winden. 


onen) sowie abermals zwei unendliche 
Klassen, die »prismatischen« und die »bi- 
prismatischen Polychora« (Bild oben). 

Ein biprismatisches (m, n)-Polychor 
oder kurz (m, n)-Biprismachor entsteht 
aus n aufeinander gestapelten »-seitigen 
Prismen. Dieser Turm wird im R* so zu- 
rechtgeknickt, dass Boden und Deckel 
zusamenfallen. Jede der z Seitenwände 
des gesamten Turms besteht aus m Qua- 
draten, die zu einem Ring geschlossen 
sind. Das sind die Seitenwände eines m- 
seitigen Prismas, von dem z Exemplare 
das Polychor vervollständigen. 

Der bekannteste Vertreter dieser 


Gruppe ist das (4, 4)-Biprismachor; das 


Den Wesen aus der höheren Welt wollte nicht 
einleuchten, dass es noch höhere Welten gibt 


tige Dreiecke im Zickzack miteinander 
verbunden). 

Darüber hinaus gibt es dreizehn spezielle 
archimedische Körper mit Namen wie 
Tetraederstumpf und Kuboktaeder. 

Aus diesem reichhaltigen Sortiment 
können also die archimedischen Körper 
im IR‘ gebaut werden. Die Möglich- 
keiten dafür hat Marco Möller von der 
Universität Hamburg in seiner Disserta- 
tion erkundet. Das Ergebnis ist: Neben 
den schon genannten platonischen Kör- 
pern, die natürlich auch das Kriterium 
»archimedisch« erfüllen, gibt es 41 im 
engeren Sinne archimedische Polychora 
(ein »Polychor« ist die Verallgemeine- 
rung eines Polyeders auf vier Dimensi- 


ist nämlich der vierdimensionale Hyper- 
würfel. Je größer m und n sind, desto 
mehr nähert sich das Biprismachor der 
(Hyper-)Kugelform. 

Die Grundidee von Möllers Verfah- 
ren ist fast wie Basteln mit Karton, aller- 
dings im IR‘. Man füge mehrere poten- 
zielle Bausteine aus dem IR? so zusam- 
men, dass sie alle eine Ecke gemeinsam 
haben und mit gleichen Flächen anein- 
ander grenzen. Dabei darf zwischen Paa- 
ren gleicher Flächen eine keilförmige Lü- 
cke offen bleiben, wie wir sie bei den 
Dodekaedern des 120-Zells gesehen ha- 
ben. Jetzt faltet man die Bausteine im IR® 
so gegeneinander, dass die Lücken sich 
schließen — was man sich nicht mehr 
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vorstellen kann. Aber indem man durch 
die Anordnung einen geeigneten 
Schnittraum legt, kann man den Falt- 
winkel bestimmen. 

Man fälle nun das Lot auf jeden der 
Bausteine in dessen Mittelpunkt. Das 
geht, denn wir sind ja in vier Dimensi- 
onen! Damit es ein archimedisches Poly- 
chor wird, müssen alle diese Lote sich in 
einem Punkt treffen, der dann der Mit- 
telpunkt des Polychors ist. Mit Hilfe die- 
ser Bedingung und eines Computerpro- 
gramms fand Möller eine lange Liste von 
»Eckenumgebungen«, das heißt Ensem- 
bles von einer Ecke anliegenden Poly- 
edern, die sich möglicherweise zu einem 
Polychor ergänzen lassen, und testete 
dann jede Eckenumgebung daraufhin, 
ob eine solche Ergänzung möglich ist. 


Jenseits des IR* 
Meine Gesprächspartnerinnen aus dem 
R‘ wurden etwas einsilbig. Sicher war 
ihnen das eine oder andere archime- 
dische Polychor aus der Liste geläufig, 
aber die vollständige Aufzählung hatten 
sie nicht der Mühe für wert befunden. 
Als ich dann aber, einmal in Fahrt 
gekommen, vom RR’ zu reden begann, 
gab es richtig Ärger. Dass man den fünf- 


dimensionalen Raum ebenso mit Koor- 


IMPRESSUM 


Spektrum 


ER WISSENSCHAFT 


Artikelnachweise: 

Magische Quadrate in den Ländern des Islam SdW-Spezial 
02/2006 - Perfekte magische Würfel SIW 03/2004 - Edle ma- 
gische Quadrate SdW 01/1996 - Supermagische Quadrate SdW 
02/1999 Magische Quadrate mit besonderen Eigenschaften SW 
12/2006 - Die Quadratur des Quadrates SdW 04/1998 - Tangram 
für Fortgeschrittene SdW 08/1998 - QuasikristalleinneuemLicht 
SdW 07/1999 - Fünfeckige Kacheln SdW 01/2000 - Ungewöhn- 
liche Kachelungen SdW 11/2001 - Mukundis Krone SdW 07/2007 
- Wie viele kreisförmige Kekse passen auf ein Kuchenblech? SdW 
03/1999 - Kreispackungen SdW 11/2002 - Sudoku oder die ein- 
samen Zahlen SdW 03/2006 - Kleiner, schneller, aggressiver: 
Schach auf dem Sechsecksbrett SdW 08/2007 - Spiele mit Sei- 
fenschokolade SdW 08/1999 : Der Kampf um die Sechsecke SdW 
09/2002 - Käsekästchen für Fortgeschrittene SdW 05/2003 - Die 
Getriebe des Teufels SIW 09/2004 - Im R4 ist viel Platz SW 
11/2004 - Vom R4 zum R5 und darüber hinaus SdW 12/2004 - 
Strick-Muster und der Einheitswürfel im IR? SdW 02/2005 


Chefredakteur: 
Dr. habil. Reinhard Breuer (v.i.S.d.P) 

Stellvertretende Chefredakteure: 

Dr. Inge Hoefer (Sonderhefte), Dr. Gerhard Trageser 
Redaktion: Thilo Körkel (Online Coordinator), 

Dr. Klaus-Dieter Linsmeier, Dr. Christoph Pöppe, 

Dr. Adelheid Stahnke, E-Mail: redaktion@spektrum.com 
Ständiger Mitarbeiter: Dr. Michael Springer 
Schlussredaktion: Katharina Werle (Ltg.), 

Christina Peiberg (stv. Ltg.), Sigrid Spies 
Bildredaktion: Alice Krüßmann (Ltg.), Anke Lingg, 
Gabriela Rabe 


dinaten beschreiben könne wie den ih- 
ren — man braucht eben fünf statt vier 
reelle Zahlen zur Beschreibung eines ein- 
zigen Punkts —, wollte ihnen absolut 
nicht einleuchten, ebenso wenig, dass es 
im IR’ nur noch drei platonische Körper 
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einen Vektor geben könne, der auf allen 
vier Koordinatenrichtungen senkrecht 
steht ... 

Ich kam nicht mehr dazu, ihnen von 
dem fünfdimensionalen Hyperwürfel zu 
erzählen, und welch interessante Bilder 
sich ergeben, wenn man durch eine 
Raumfüllung des IR’ mit Hyperwürfeln 
auf geschickte Weise Ebenen legt. Man 
gab mir zunehmend deutlicher zu verste- 
hen, dass man mich, diesen aufgebla- 
senen Flachmann, für einen ziemlich 
nervigen Spinner hielt. Mit meinen Vor- 
stellungen zum IR? hatte ich offensicht- 
lich Schiffbruch erlitten. 

Ich wurde unsanft wieder im RR? ab- 
gesetzt und fand mich mühsam erwa- 
chend in Berlin-Wannsee wieder. Irgend- 
wie hatte ich nichts mitbekommen von 
dem Zaun, der inzwischen ohnehin ver- 
schwunden ist. Wenn diese höheren We- 
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sen wüssten, dass es über den R? hinaus 
nicht nur einen IR? und einen RR” gibt 
(inzwischen gibt Renault seinen Auto- 
typen andere Namen), sondern einen R” 


für jede natürliche Zahl n ... < 
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FÜNFTE DIMENSION 


Strick-Muster und 
der Einheitswürfel im R° 


Geschickt gedreht und beleuchtet, erhellt ein Gebilde aus dem fünf- 
dimensionalen Raum die Geometrie ebener Pflasterungen. 


Von Christoph Pöppe 


FE: fängt ganz hausbacken an: Man 
entdeckt vielleicht durch Zeichnen, 
dass man ein regelmäßiges Zehneck auf 
dekorative Weise mit Rauten (Rhomben) 
auslegen kann. Eine Raute hat vier gleich 
lange Seiten, und diese Seitenlänge ist für 
alle beteiligten Rauten die gleiche, näm- 
lich die Seitenlänge des Zehnecks. Fünf 
schmale Rauten mit dem Öffnungswin- 
kel 36 Grad säumen den Rand des Zehn- 
ecks und lassen einen etwas dicklichen 
Seestern in der Mitte frei, der genau von 
fünf dicken Rauten mit dem Öffnungs- 
winkel 72 Grad gefüllt wird (Bild unten). 

Ist das eine Spezialität des Zehnecks? 
Keineswegs. Man kann jedes regelmä- 
ßige Vieleck, das eine gerade Anzahl von 
Ecken hat, mit einem geeigneten Sorti- 
ment von Rauten füllen — wenn auch 
nicht immer in zentralsymmetrischer 
Weise. Beim Zwölfeck kommen dtrei ver- 
schiedene Sorten Rauten mit den Öf- 
nungswinkeln 30, 60 und 90 Grad zum 
Einsatz; die 90-Grad-Raute ist besser un- 
ter dem Namen Quadrat bekannt. 

Die schmalste Raute hat stets den 
Öffnungswinkel 360 Grad geteilt durch 
die Eckenzahl; alle weiteren Öffnungs- 


winkel sind ganzzahlige Vielfache dieses 
Basiswinkels. Für das Vierzehneck beträgt 
demnach der kleinste Öffnungswinkel 
360/14=180/7 Grad, was eine krumme 
Zahl ist; weitere Rauten haben den dop- 
pelten, dreifachen, vierfachen ... Winkel. 
Aber die Raute mit dem vierfachen Win- 
kel ist dieselbe wie die mit dem dreifa- 
chen; denn der spitze und der stumpfe 
Winkel einer Raute ergänzen sich zu 180 
Grad, und wenn der spitze Winkel gleich 
(3/7)-180 Grad ist, muss der stumpfe 
gleich (4/7)-180 Grad sein. 

Heinz Klaus Strick, Mathematiker, 
ehemaliger Leiter des Landrat-Lucas- 
Gymnasiums in Leverkusen-Opladen 
und Autor unseres »Mathematischen 
Monatskalenders«, hat 2003 bei einer 
großen Mathematikausstellung in seiner 
Schule zahlreiche Rauten in Größen, die 
auf Zehn-, Zwölf- oder Vierzehnecke an- 
gepasst waren, für das Publikum zum 
Spielen bereitgelegt. (Natürlich hilft es, 
wenn unter den ortsansässigen Unter- 
nehmen ein zum Sponsoring bereiter 
Kunststoffhersteller ist.) Und siehe da: In 
die Vielecke mit der Eckenzahl 2» pas- 
sen die Rauten auf sehr viele verschie- 
dene Weisen. So können sich zum Bei- 
spiel n-1 Rauten der schmalsten Größe 


Füllung des regelmäßigen Zehnecks mit di- 
cken und dünnen Rauten in zentralsymmet- 
rischer (links) und Artischockenanordnung. 
Das linke Bild zeigt zusätzlich die Kanten 
des fünfdimensionalen Würfels in einer Pro- 
jektion auf die Ebene. Alle Rauten-Füllungen 
des Zehnecks müssen diesen schwarzen Lini- 
en folgen. Aus einer Füllung macht man eine 
neue, indem man ein Sechseck aus drei 
Rauten (grün umrandet) umdreht. 


wie die äußeren Blätter einer Artischocke 
um den tiefsten Punkt des Vielecks scha- 
ren; aus diesem Kelch wächst dann eine 
prachtvolle Blüte — farbenfroh, wenn die 
Rauten verschiedener Sorten verschieden 


gefärbt sind (Bild oben, rechts). 


Kleiner Ausflug 

in die n-te Dimension 

Weniger regelmäßige Muster gibt es in 
unüberschaubarer Anzahl; immerhin ha- 
ben Stricks Schüler sie für das Zehneck im 
Rahmen einer Projektarbeit vollständig 
klassifiziert und die Beziehungen zwischen 
ihnen dokumentiert. Dabei finden sich 
immer wieder Sechsecke aus — zum Bei- 
spiel — zwei dünnen und einer dicken 
Raute, die man nur um 180 Grad drehen 
und wieder einsetzen muss, um aus einem 
Muster ein anderes zu machen (grün um- 
randetes Sechseck im Bild links unten). 

Einen adlergleichen Überblick über 
diese Muster gewinnt man, indem man 
von den zwei Dimensionen der Tisch- 
platte, auf der sich bisher alles abspielte, 
zu einer höheren Warte übergeht. Dabei 
muss man keine besonders große Entfer- 
nung zurücklegen, aber sich doch in 
Räume begeben, in denen man sich 
nicht unbedingt zu Hause fühlt: den 
fünfdimensionalen Raum (R°) für das 
Zehneck, den R’ für das Vierzehneck 
und allgemein den IR”, den »-dimensio- 
nalen Raum, für das (2n)-Eck. 

Ich gebe zu, es ist mühsam, sich in 
Räumen mit mehr als drei Dimensionen 
zurechtzufinden (siehe den vorstehenden 
Beitrag). Aber wenn man sich daran ge- 
wöhnt hat, dass die uns geläufige An- 
schauung sich auf die Krücken des abs- 
trakten Formalismus stützen muss, fällt 
das Laufen nicht mehr so schwer. 

Ab der fünften Dimension ist es vor- 
bei mit der Vielfalt der platonischen Kör- 
per, auf die meine Freundinnen aus der 
vierten Dimension so stolz waren. In je- 
der Dimension gibt es deren nur noch 
drei, und in unserem Zusammenhang in- 
teressiert uns von ihnen nur einer: der so 


SPEKTRUM DER WISSENSCHAFT - DOSSIER 2/08: LUSTVOLLE GEOMETRIE 


genannte Hyperwürfel. Es handelt sich 
um die Verallgemeinerung unseres Wür- 
fels, und die Krücken, auf denen man 
sich ihm nähert, heißen Koordinaten. 
Unser gewöhnlicher R? ist mit einem 


Koordinatensystem ausgestattet. Das 
heißt, von einem Nullpunkt aus gehen 
die drei Koordinatenachsen (x-, y- und z- 
Achse) in zueinander senkrechten Rich- 
tungen ab. Wir setzen den gewöhnlichen 
Würfel mit einer Ecke in den Nullpunkt 
des R’; die drei von dieser Ecke ausge- 
henden Kanten verlaufen entlang der Ko- 
ordinatenachsen und haben die Länge 1. 
Die Koordinaten sämtlicher Würfelecken 
sind nun sehr einfach: (0, 0, 0), (0, 0, 1), 

.. und so weiter; jede Kombination von 
Nullen und Einsen kommt vor. 

Mit dem Hyperwürfel verfahren wir 
genauso. Eine Ecke sitzt im Nullpunkt 
des n-dimensionalen Koordinatensys- 
tems. Von ihr gehen » Kanten der Länge 
l aus, die entlang den » Koordinaten- 
achsen verlaufen und sämtlich aufeinan- 
der senkrecht stehen. 

Ja — das ist die Stelle, an der die An- 
schauung aussetzt. Aber vertrauen Sie den 
Krücken! Wir können uns die Ecken des 
Hyperwürfels zwar nicht mehr vorstellen, 
aber ihre Koordinaten mühelos hinschrei- 
ben: Es sind wie zuvor sämtliche Kom- 
binationen von Nullen und Einsen. Nur 
braucht ein Punkt — zum Beispiel — im 
IR’ zu seiner Beschreibung fünf Koordi- 
naten. Da darf man sich nicht wundern, 
wenn der fünfdimensionale Hyperwürfel 
stolze 32 (=2°) Ecken hat. 

Nicht nur das: Er wird seinerseits von 
zehn Viererwürfeln begrenzt. Für einen 
Fünfdimensionalen ist etwas Vierdimensi- 
onales schon sehr dünn, so wie wir die 
ebenen Begrenzungsflächen eines (Drei- 
er-)Würfels für dünn halten. Die gemein- 
same Grenze zweier Viererwürfel ist ein — 
noch dünnerer — Dreierwürfel, und so 
weiter. Dick und dünn sind da sehr re- 
lative Begriffe. 

Damit nun dieses umfängliche Ge- 
bilde zu Stricks Rautenmustern etwas 


beitragen kann, beleuchten wir es so, 
dass es einen Schatten auf die Tischebe- 
ne wirft. Dabei fällt das Licht parallel 
zur Verbindungsgeraden der beiden ge- 
genüberliegenden Ecken (0, 0, ..., 0) 
und (1, 1,..., 1) ein, und die Tischebe- 
ne liegt senkrecht zum Lichteinfall. 

Beim gewöhnlichen (Dreier-) Würfel 
wäre damit bereits festgelegt, was ge- 
schieht. Der Würfel steht auf einer Ecke, 
seine gegenüberliegende Ecke schwebt 
genau darüber, und das Ganze wird von 
oben beleuchtet. Dabei ergibt sich als 
Schatten ein Sechseck, in dem sowohl die 
drei oberen Flächen als auch die drei un- 
teren als Rauten erscheinen (siehe den vor- 


stehenden Beitrag, Bild z und 5 S. 77). 


Der Schatten des IR’-Würfels ... 
Was eine Beleuchtung mit parallelem 
Licht im IR° sein soll, ist weitaus weniger 
klar. Ganz abgesehen von den prak- 
tischen Schwierigkeiten, eine Glühbirne 
in einen höherdimensionalen Raum zu 
bringen: Es gibt sehr viel mehr Rich- 
tungen, die alle für sich beanspruchen 
können, parallel zu einer bestimmten 
Geraden zu sein. Glücklicherweise lassen 
sich solche Probleme mit den algeb- 
raischen Krücken erledigen. 
Zweckmäßig nennt man den Punkt, 
auf den der Schatten des Nullpunkts fällt, 
auch den Nullpunkt der Tischebene. Es 
genügt dann anzusagen, auf welche 
Punkte der Ebene die Schatten der Eck- 
punkte fallen, die mit dem Nullpunkt 
durch genau eine Kante verbunden sind; 
diese Punkte sind genau das, was man die 
Koordinaten-Einheitsvektoren nennt. 
Wenn man weiß, auf welche Punkte 
diese Einheitsvektoren abgebildet werden 
— das heißt auf welche Punkte ihr 
Schatten fällt -, kann man nämlich das 
Bild jedes beliebigen Punkts ausrechnen. 
Denn unser Schattenwurf ist eine so ge- 
nannte lineare Abbildung. Formal wird 
das durch die Gleichungen f(x+Jy) 
=f(x)+f(y) und flax) =af(x) ausgedrückt. 
Anschaulich heißt das: Wenn vier Vek- 


SPEKTRUM DER WISSENSCHAFT - DOSSIER 2/08: LUSTVOLLE GEOMETRIE 


Der siebendimensionale Hyperwürfel (links 
die Projektion seiner Kanten) liefert das 
Schema für Füllungen des Vierzehnecks. 


toren voben« im IR’ ein Parallelogramm 
bilden, dann tun ihre Schatten »unten« 
im IR? das auch. 

Will man nun das Bild eines belie- 
bigen Punkts bestimmen, dann zerlegt 
man den Vektor, der vom Nullpunkt zu 
diesem Punkt geht, in eine Summe von 
Vektoren, die in Richtung der Einheits- 
vektoren verlaufen, und nutzt die Glei- 
chungen für die Linearität. Anschaulich 
gesprochen: Wir legen vom Nullpunkt 
zu unserem abzubildenden Punkt eine 
Kette von Parallelogrammen, von der je- 
des Glied in Richtung eines Einheitsvek- 
tors weist. Die entsprechende Parallelo- 
grammkette auf der Tischfläche führt 
uns zu unserem gesuchten Bildpunkt. 

Und wohin sollen nun die fünf Ein- 
heitsvektoren abgebildet werden? Wenn 
es hinterher gut aussehen soll, ist »so 
symmetrisch wie möglich« immer ein 
gutes Rezept. Das heißt in diesem Fall: 
Man bilde die Einheitsvektoren auf die 
Ecken eines regelmäßigen Fünfecks ab, 
dessen Mittelpunkt der Nullpunkt ist. 
Aus den Würfelkanten, die vom Null- 
punkt des IR? ausgehen, werden also die 
Vektoren, die vom Nullpunkt der Tisch- 
ebene aus auf die Ecken des Fünfecks 
weisen. Wie die Einheitsvektoren selbst 
sind deren Bilder unter unserer Projek- 
tion untereinander alle gleich lang. 

Damit sind nun alle Zutaten für die 
»Strick-Muster« beisammen. Denn der 
Fünferwürfel enthält zahlreiche Quadra- 
te; sie begrenzen die Dreierwürfel, welche 
die Viererwürfel begrenzen, welche den 
Fünferwürfel begrenzen. Quadrate sind 
insbesondere Parallelogramme. Also fin- 
det man als Schatten der Quadrate lauter 
Parallelogramme wieder. Es sind sogar 
Rauten, denn die Bilder aller Einheitsvek- 
toren sind gleich lang. Der Öffnungswin- 
kel der Rauten beträgt 72 Grad oder ein 
Vielfaches davon, denn das sind die Win- 
kel der Fünfecksvektoren untereinander. 
Da 144 Grad der stumpfe Winkel der 
Raute mit dem spitzen Winkel 36 Grad 
ist und alle weiteren Vielfachen von 72 
Grad nichts Neues bringen, kommen in 
dem Schatten des Fünferwürfels genau 
die dicke und die dünne Raute vor, die 
ich eingangs beschrieben habe. 

Mehr noch: Stellen wir uns jetzt vor, 
der Fünferwürfel wäre nicht ein Kanten- 
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FÜNFTE DIMENSION 


modell aus Draht, sondern massiv, und 
es wären deswegen in der Projektion nur 
die Teile sichtbar, die unserer Bildebene 
am nächsten liegen und nicht durch an- 
dere Teile verdeckt werden. Dafür ist die 
Idee vom Schatten nicht mehr erhellend; 
vielmehr müssen wir uns vorstellen, 
nicht die Richtung des Lichts, sondern 
unsere Blickrichtung verlaufe in der be- 
schriebenen, speziellen Weise in den R°, 
und wir könnten dort den Fünferwürfel 
selbst betrachten — natürlich in perspek- 
tivischer Verzerrung, denn von den zahl- 
reichen Quadraten, die in ihm enthalten 
sind, ist keines genau uns zugewandt. 

Offensichtlich sehen wir bei diesem 
Blick in den IR’ lauter Quadrate, die an- 
einander grenzen, aber nie solche, die 
sich überlappen oder Lücken zwischen 
sich lassen. Dasselbe gilt für deren Bil- 
der, die Rauten, in der Ebene. 


.. ist ein Zehneck 

Der äußere Umriss des Bilds vom Fün- 
ferwürfel muss ein regelmäßiges Zehneck 
sein. Warum? Das Original ist konvex, 
das heißt: Auf der geraden Verbindungs- 
linie zwischen zwei Punkten des Fünfer- 
würfels liegt kein Punkt, der nicht auch 
zum Fünferwürfel gehörte. Diese Eigen- 
schaft bleibt auch unter der Projektion 
erhalten. Aus demselben Grund muss der 
Rand des Gesamtbilds aus Bildern von 
Kanten bestehen. 

Der Original-Hyperwürfel hat eine 
fünfzählige Symmetrie bezüglich zykli- 
scher Vertauschung der Einheitsvektoren 
(ersetze den ersten durch den zweiten, 
den zweiten durch den dritten, ... den 
letzten durch den ersten); also muss auch 
sein Bild wegen der speziellen Wahl der 
Bilder der Einheitsvektoren fünfzählig 
symmetrisch sein. Alle Kanten des Fünfer- 
würfels sind zu einer der Einheitsvektor- 
Kanten parallel, also müssen die Kanten 
des Bilds sämtlich parallel zu einer der 
fünf Einheitsrichtungen sein. Schließlich 
lässt sich — mit etwas mehr Mühe - zei- 
gen, dass Bild und Urbild auch um 180 
Grad drehsymmetrisch sein müssen; und 
dann bleibt nur noch das Zehneck. 

Man kann den Fünferwürfel auch 
partiell demontieren. Nimmt man ihm 
einen der zahlreichen ihn begrenzenden 
Dreierwürfel weg, so entsteht noch kein 
richtiges Loch; so ein Dreierwürfel ist 
ja sehr dünn vom fünfdimensionalen 
Standpunkt aus. Aber wir schen statt sei- 
ner drei vaußen gelegenen« Flächen jetzt 
die »innen gelegenen«. Dadurch wird das 
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Penrose-Parkettierung 


Sechseck, das die Außenkontur vom Bild 
des Würfels lieferte, nicht mehr auf die 
eine, sondern auf die andere Weise in 
Rauten zerlegt. Auch beim geringfügig 
demontierten Fünferwürfel ist das Bild 
also eine der Füllungen des Zehnecks mit 
Rauten, die Heinz Klaus Strick mit sei- 
nen Schülern erarbeitet hat. Das Weg- 
nehmen eines Würfels entspricht genau 
dem Umdrehen eines Sechsecks. 

Projiziert man das Kantenmodell des 
Fünferwürfels in die Ebene (Bild S. 80 
unten, ganz links), so findet man alle Li- 
nien, entlang denen eine Füllung des Zehn- 
ecks mit Rauten verlaufen kann. Auch das 
Artischockenmuster ist darunter; es geht 
nicht anders. Denn jeder Eckpunkt des 
Zehnecks ist das Bild eines Fünferwürfel- 
Eckpunkts. Von ihm gehen, wie von je- 
dem anderen Eckpunkt des Fünferwür- 
fels, fünf Kanten aus, deren Bilder wir im 
Zehneck wiederfinden müssen. Da sie 
aber alle im Inneren des Zehnecks liegen 
müssen, bleibt ihnen gar nichts anderes 
übrig, als im spitzestmöglichen Winkel 
zueinander zu liegen. Das ergibt die äu- 
ßersten Blätter der Artischocke. 

Was ich bisher am Beispiel des IR’ 
und des Zehnecks erläutert habe, gilt in 
genau derselben Weise für andere Di- 
mensionen. Ein Ausflug in den R’ er- 
bringt zahlreiche Rautenfüllungen des 
regelmäßigen Vierzehnecks. Indem man 
für die konkrete Zahl 5 oder 7 die allge- 
meine Variable » einsetzt, erledigt man 
die ganze Denkarbeit für alle Dimensi- 
onen auf einen Streich. 

Für geradzahlige n, das heißt, die 
Eckenzahl 2» des Vielecks ist durch 4 
teilbar, gibt es eine weitere Klasse von 
Mustern, darunter auch zentralsymmet- 
rische. Bei ihnen ist die Seitenlänge der 
Raute gleich der halben Seitenlänge des 
Vielecks. 

Zugegeben: Man kann diese und 
weitere Eigenschaften der Strick-Muster 


auch finden — wenn auch weit weniger 
elegant —, indem man beim Argumen- 
tieren »auf dem Teppich«, sprich in der 
zweidimensionalen Ebene, bleibt. Lohnt 
es, dafür die Reise in höherdimensionale 
Welten zu unternehmen, die doch beim 
ersten Mal ziemlich beschwerlich ist? 

Ich würde sagen: Schon aus touristi- 
schen Gründen sollte man sich einen Be- 
such in einem höheren IR” nicht entge- 
hen lassen. Es gibt dort einfach unglaub- 
liche Dinge, die einem zu Hause im IR’ 
nicht im Traum in den Sinn gekommen 
wären. Für die professionellen Mathema- 
tiker gehört das Arbeiten mit abstrakten 
Vektoren, die mehr als drei Komponen- 
ten haben, ohnehin zum Alltagsgeschäft. 


Von n-Eck-Puzzles 

zu Penrose-Parkettierungen 
Manchmal verschafft einem der Ausflug 
sogar Einsichten über Zweidimensio- 
nales, die man dortselbst beim besten 
Willen nicht gewinnen kann. Man 
nehme nicht nur einen Fünferwürfel, 
sondern deren beliebig viele. Wie ihre 
mickrigen Kollegen aus dem IR? lassen 
sie sich raumfüllend und lückenlos zu 
beliebig ausgedehnten Türmen stapeln. 
Im IR’ ist, wie nicht anders zu erwarten, 
der Verbrauch an Bauklötzen höher, 
denn jeder Würfel hat wesentlich mehr 
als sechs Nachbarn, die mit ihm zumin- 
dest eine Fläche gemeinsam haben. 

Das Projektionsbild eines solchen 
Würfelstapels besteht aus Zehnecken, die 
sich teilweise überlappen; denn in der von 
uns gewählten schrägen Perspektive sind 
die Würfel nicht säuberlich getrennt. Es 
kommen aber nach wie vor nur die ge- 
wohnten dicken und dünnen Rauten vor. 
Wir gewinnen also eine Pflasterung, das 
heißt eine lückenlose, überlappungsfreie 
Überdeckung der Ebene mit dicken und 
dünnen Rauten. Je nachdem, wie wir un- 
seren Stapel im IR’ bauen, hat diese Pflas- 
terung sehr interessante Eigenschaften. So 
lassen sich ins besondere die berühmten 
Penrose-Parkettierungen mitsamt ihren 
Quasikristall-Eigenschaften aus einer ge- 
schickt gewählten Würfelstapelung im IR’ 
herleiten (Bild oben; siehe auch den Bei- 
trag auf S. 34 sowie Spektrum der Wis- 
senschaft 2/2002, S. 64). < 


Von Penrose-Parkettierungen zu n-Eck- 
Puzzles. Von Heinz Klaus Strick in: Pra- 


xis der Mathematik, Bd. 44, Nr. 3, 5.105, 
2002 


SPEKTRUM DER WISSENSCHAFT - DOSSIER 2/08: LUSTVOLLE GEOMETRIE 


